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Diese Klausur besteht aus vier Aufgaben auf vier Aufgabenblittern.

Aufgabe 1

Gegeben sei folgendes Differentialgleichungssystem:
&1(t) = 21 (t) + 73(t) — 23(t) 1)
a(t) = 16 — 8 z3(t) + 23(¢) ©)
£3(t) = z1(t) — 22(2) ®3)

und den Anfangsbedingungen:

z1(0) = 210, 22(0) = 720 und z3(0) = z30.
(a) Berechnen Sie alle Ruhelagen des Systems aus Gl. (1), Gl. (2) und Gl. (3).

(b) Geben Sie die Jacobimatrix J(z1s, Z2s, Z35) des Systems aus Gl. (1)-Gl. (3) fiir eine beliebige Ruhelage
T1s
.x_s = x'Zs an.
I3

(c) Untersuchen Sie die Ruhelagen aus Teilaufgabe (a) auf asymptotische Stabilitit.




Aufgabe 2
Gegeben sei folgende Differenzengleichung
y(k+3) = 2y(k+2) ~ 2yl +1) - gy(¥ @
mit den Anfangswerten:
¥(0) = yo, ¥(1) = y1 und y(2) = ys. (5)

(a) Transformieren Sie Gl. (4) in ein System aus drei Differenzengleichungen 1. Ordnung, also in ein
System

z(k+1) = Az(k) (6)
mit
1 (k)
z(k) = (wz(k)) : (M
z3(k)

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte A;, A2 und A3, sowie die zugehérigen Eigenvektoren v(), v(?) und v(®
der Matrix A.

(c) Existieren aufler z, = 0 noch weitere Ruhelagen des Systems (6)? Ist die Ruhelage z, = Q stabil? Ist
sie asymptotisch stabil? Begriinden Sie Thre Aussagen.

(d) Fiihren Sie die Koordinatentransformation z(k) = Tz(k) durch. Dabei sei die Transformationsma-
trix T = [uVp®y(®)] eine Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren von A, also vV, ¥® und v®
bilden. Berechnen Sie die Losung z(k) und aus dieser die allgemeine Lésung z(k) im urspriinglichen
Koordinatensystem. _

Hinweis: Verwenden Sie die Bezeichnung z, = T~! g, fiir die Darstellung des Vektors der Anfangs-
werte z, im neuen Koordinatensystem und behalten Sie diese Bezeichnung auch nach der Riicktrans-
formation ins urspriingliche Koordinatensystem bei (d.h. ermitteln Sie z(k) in Abhéngigkeit von z,).
Die Inversion der Matrix T ist zur Lésung dieser Aufgabe dann nicht mehr erforderlich!
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Aufgabe 3 .
Gegeben sei folgendes Differentialgleichungssystem:

s =} 5)a0+(3) w0 ®

(a) Ist das System (8) stabilisierbar? Begriinden Sie Ihre Aussage.
(b) Fir das System soll eine Zustandsriickfiithrung
u(t) = (r1,72) (1), T2 = const, 1,72 €R 9)

entworfen werden. Berechnen Sie die Dynamikmatrix 4, des aus Differentialgleichung (8) und der
konstanten Zustandsriickfiihrung (9) bestehenden geschlossenen Regelkreises

£(t) = A,z (). (10)

(c) Fiir welche Werte von 7y und 2 ist das System (10) asymptotisch stabil?

(d) Wiahlen Sie ry und 4 so, dass 4, die Eigenwerte M =-2und A2 = —1 besitzt.




Aufgabe 4

Ein Kafer bewegt sich durch das in Abb. 1 dargestellte Wegenetz. An jeder Wegkreuzung entscheidet er
sich zufillig fiir einen der mit @ gekennzeichneten Wege (mit @ gekennzeichnete Wege kénnen nicht be-
treten werden). Fiir einen Wegabschnitt benétigt er genau einen Tag. Das ,,System* Kéfer und Wegenetz
kann dann durch eine Markov-Kette :
z(k + 1) = Pz(k). . (11)
beschrieben werden, bei der k fiir die Anzahl der vergangenen Tage steht. Jeder Zustand z; der Markov-
Kette gebe dabei die Wahrscheinlichkeit an, mit der sich der Kéfer am Tagesende an der Kreuzung
i befindet. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Kéfer sich an einer Kreuzung fiir einen moglichen Weg
entscheidet, ist fiir alle Wege, die diese Kreuzung verlassen gleich gro. Der Kifer geht also z.B. mit
Wahrscheinlichkeit % von Kreuzung 2 nach Kreuzung 3.

Abbildung 1: Wegesystem: Der Kafer darf sich nur in Pfeilrichtung bewegen

(a) Ermitteln Sie die Transitionsmatrix P der Markov-Kette.

(b) Der Kifer startet an Kreuzung 1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet er sich nach 2 Tagen an
Kreuzung 1, 2 und 37

(c) Konvergiert der Zustandsvektor z(k) fiir £ — oo mit 2?=1 z;(0) = 1 gegen eine stationére Losung
z,? Begriinden Sie Thre Aussage anhand der Eigenwerte der Matrix P.

(d) Berechnen Sie die stationire Lésung z, des dynamischen Systems aus Gl. (11) mit der in Teilaufgabe
(a) ermittelten Transitionsmatrix P.



