Mathematik fiir Elektrotechniker — Dr. Schieweck WS 04/05 + SS05

1. Allgemeine Grundlagen:

1.1. logische Aussagen:

Definition 1.1.: Eine ,,logische Aussage* (bezeichnet mit A,B,C, ...) ist ein Satz, der entweder

wahr oder falsch ist. ,,Wahrheitswert w(A) einer Aussage A definiert man:

w(A):= {
Bemerkung:

1, w

0, wenn A falsch ist (Wahrheit ist 0)

enn A wahr ist

e wir betrachten hier nur ,,zweiwertige Aussagenlogik*
e ¢s gibt z.B. auch ,,fuzzy logic* (fuzzy = triibe), wo 0 < w(A) < 1

Beispiel:

logische Aussagen sind:

A=,3">2%>wA)=1
B =,,4 ist eine Primzahl 2 w(B) =0
C = ,,Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge, wie z.B. ( 3,5), ( 11, 13 )*
-> bis heute nicht gelost

Verkniipfung von Aussagen:

Name Symbolisch Sprich
Negation - A nicht A
Konjunktion AAB A und B
Alternative AvVvB A oder B
Implikation A=B aus A folgt B
Aquizalenz A< B A dquivalent zu B

e die Wahrheitswerte der Verkniipfungen werden durch eine ,,Wahrheitstafel“ definiert
( 0 = falsch, 1 = wahr)

A B —A AAB AvB A=B AsSB
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

e die wahre (richtige) Implikation A = B ist Grundlage fiir mathematische Beweise,

denn hierbei gilt:

| wenn die Ausgangsaussage A wahr ist \

SO muss

-, direkter Schluss*
Beispiel:

w(A) =1

A=,9>8= 3> 8¢

=>wB)=1

| wenn die gefolgerte Aussage B falsch ist ‘ SO Muss

- _indirekter Schluss*

Beispiel:

w(A)=0

=w(B)=0

A=_,/13>4“=B=_13> 16"

| Aussage B wahr sein\

| Ausgangsaussage A falsch sein‘

Beachte: aus falscher Aussage A kann (bei richtiger Schlussfolgerung) eine wahre Aussage B

gefolgert werden.

Beispiel:
w(A)=0

=wB)=1

A= -1=1"=B=,1=1%
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Gleichwertigkeit von Aussagenverkniipfungen:
bedeutet, dass die Aussage: ,,[Verkniipfung 1] < [Verkniipfung 2] stets war ist.
(Wahrheitswerte stimmen iiberein)

Beispiel: [~(AAB)] < [—A v —B)] //Regel von de Morgan
[A=B] < [B=-A)] //indirekter Beweis
[AB] ©[(A=B)AB=A)]

Existenz und Universalaussage:
® sei A(x) eine Aussage, die von einem Parameter abhéngt
e _Existenzoperator 3x:

Ix : A(x) [ heiit: ,,es existiert (mindestens) ein x, so dass A(x) wahr ist.

e _.Universaloperator V* (All-operator):
heif3t: ,,Fiir alle x gilt, dass A(x) wahr ist.*
Manchmal schreibt man auch:
dass heiBt: ,.Es gilt A(x) fiir alle x.*

1.2. Mengen

e Mengenbegriff nach Georg Cantor (1895):
,,Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte
(Elemente genannt) zu einem ganzen.*

o _Menge* ist ein Grundbegriff, der sich nicht streng definieren ldsst

Bezeichnungen:

x € M : ,x ist Element der Menge M*

x ¢ M : ,x ist kein Element der Menge M*
& :leere Menge

e Definition einer Menge M iiber:

a) Aufzdhlung: M:= {xy, X2, X3, ..., Xp}
Beispiel: M:= {1, 3, 5}
b) Charakteristische Eigenschaften:
M:={x| AX)} //Menge aller x, so das A(x) wahr ist
oder: M:={xe Q|A®X)}
Beispiel: M:= {x | x ist reelle Zahl A x*—9= 0}
={xe R|x*-9=0}={-3, 3}

Teilmengen und Gleichheit:

P<Q:,Pist Teilmenge von Q* (manchmal schreibt man auch P < Q, d.h. P < Q ist echte
Teilmenge von Q, d.h. P<SQ AP #Q): |‘v’x :Xxe P=>xe Q‘

P=Q: ,Menge P = Menge Q* genau dann wenn: |Vx xe Poxe QI

Mengenverkniipfungen:

PuQ:={xe Pvxe Q} Vereinigung

PN Q:={xe P Axe Q} Durchschnitten

P/ Q:={xe PAxe Q} Differenz

Px Q:={(x,y)|xe PAye Q} kartesisches Produkt (Kreuzprodukt)
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Spezialfall:

P = Q =R = Menge der reellen Zahlen, dann schreibt man:
RZI:RXR: {(x,x)|x1€ RAx,e€ R}
R*=RxRXR={(x1,X,x3)|xi€ RAx,€ RAx3€ R}
n-dimensionale Euklidische Raum R", wobein € {2, 3}

1.3. Reelle Zahlen

Die Menge R:= {x | x ist reelle Zahl} wird Stiickweise aus einfacheren Mengen (N, Z, Q)
aufgebaut:

(a) natiirliche Zahlen N:

e N:i={1,2,3,..,n,n+l,..0}, Np:=Nu {0} ist geeignet zum Abzihlen von Objekten
e _Prinzip der vollstiindigen Induktion‘:

sei A(n) eine Aussage, die von n abhingt (z.B.: Zi = n(n+1)

i=l1

)

Induktionsanfang: Man zeigt zunédchst: A(ng) ist wahr
Induktionsschritt: n = n+1: man zeigt A(n) =A(n+1) Vn > ng
Beispiel: siehe Ubungsblatt 2
e die Operatoren +, - sind stets ausfithrbar in IN, d.h.:
ppgqe N=>p+qe NAp-qe N aber: im Allgemeinenistp-q¢ N

(b) ganze Zahlen Z:
Z:=1{0,-1,-2,...,-n,-n-1, ..} UN jetzt: Operationen +, *, - stets ausfiihrbar in 7

(c) rationale Zahlen ©:
Q:={p/qlp,qe ZAq#0} jetzt: Operationen +, *, -,/ stets ausfithrbar in Q

aber: mitr e Qistim Allgemeinen Jre Q (Beispiel: V2 e Q

(d) reelle Zahlen IR:
¢ die rationalen Zahlen x € (Q sind genau die endlichen oder periodischen
Dezimalbriiche, d.h. x € Q mit x > 0 gilt (x < 0 analog)
X = ZS, Zs-l, ceey Z].al, a, ..., dg bl, bz, N bn

ganzer Teil einer Zahl / nicht periodischer Teil / periodischer Teil
wobei: Z;, a;, bj € {0, 1, 2, ..., 9} //Ziffern
Beispiel: x=17/8 =2.1250

x= 4/3=13
e man definiert die irrationalen Zahlen als die nichtperiodischen unendlichen

Dezimalbriiche
X=%*7Z Zs1, ..., Z1.21, 2, ..., &y, Any1
seir, € Q definiert als ‘ rhn==*72 721, ..., 2Z1.21, a2, ..., A = X | dann gilt: x = lim 1,

Beispiel:
e reelle Zahlen: R:= Q U { x| x ist irrationale Zahl (s.0.)}

1.4. Ungleichungen
Zwei beliebige reelle Zahlen 1, r € R stehen in ,,Vergleichsrelation* (7) man schreibt:
1(?)r,wobei(?) e {<,> =<, 2}

Rechnen mit Ungleichungen:
Erkldarung hier nur fiir den Fall (?) =<
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e Addition einer Zahla:I<r=1+a<r+a
e Multiplikation mit Faktor F:
l1-F<r-F, fallsF>0
I<r={ l1-F>r-F, fallsF<0
I-F=r-F, fallsF=0
e Anwendung einer streng monotonen Funktion f: D 2 R
Seil, r e D, dann:
f(1) < f(r), wenn f streng monoton wachsend ist

I<r=
r=1 f(1) > f(r), wenn f streng monoton fallend ist
Beispiel: - f streng monoton wachsend:
f(x) =x", D= (0, o) O<l<r=1"<1"
f(x) =kVx, D = (0, 1) O<l<r=kI <k+/r
f(x)=1Inx,D = (0, w) O<l<r=Inl<lInr
- f streng monoton fallend: sturzen
f(x) =1/x,ID = (0, ) O<l<r=1WU>1K
g2 —
Beispiel:  bestimme alle x € R \{2}mit 1+L)2H_2 <2
x —
,/ 2 __
- addiere a =-1 L;H_z<l
x —

- multipliziere mit F = (x — 2)

1. Fall:|x>2|>|F>0] Jx*-2x+2<x-2

- wende f(x) = x2an X2=2x+2<4x?2—4x+4
Li=2,0)N (-0, 1)=T 2x <2
x<1
2. Fall:|x< 2> [F<0] Jxa2—2x+2>x-2
- wende f(x) = x*an x2-2x+2>4x2-4x+4
Lo=(-,2)N(l,0)=(1,2) 2x > 2
x> 1

L=L,L>=(1,2)

Zur Erlduterung:

la,b[=(a,b):={xe R|a<x<b} [a,b] :={xe R|a<x<Db}
[a,b[=[a,b):={xe R|a<x<b} la,b]=(a,b]:={xe R|a<x<b}
« “ el x fiirx =20
Betrag® von x € R: [x| := { ~ x fiir x <0
Rechengesetze fiir | |:
Ix - yl=Ix| -yl Ix /'yl =1Ix| /1yl Ix +yl < [x] + ]yl —xl=x <[x|
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2. Komplexe Zahlen

Das Losen einer quadratischen Gleichung ist im Bereich R nicht immer moglich:
Beispiel: x2-2x+5=0
Xia=lxA1-5 =12 v=4 = 1% 4. (=)= 122 J(=1)) Idee:= ,/(-]) =i
Definition: Als ,imagindire Einheit* bezeichnen wir die Zahl |i := +/—1|, fiir die gilt [i2 = -1],
Die Menge der komplexen Zahlen ist: |C ={x+1y|xe Raye R}‘
Zu einer komplexen Zahl |z = x +1-y

—

Re(z) :=x Realteil von z |z] :=/ (X2 +y?) Betrag von z
Im(z) .=y Imaginérteil von z 7 :=Xx—-1y konjugierte komplexe Zahl
Operationen +, -, -, / fiir komplexe Zahlen:

sel zy:= Xy + 1-yx , ki= {1; 2}
Z1+2; =(X;+1y) + (Xo+1y2) := (X1 + X2) +1:(y1+y2)  //Prinzip der Add. von Vektoren

z21—-23 = (X1 +1y) —(Xo+1y2) = (X1—X2) +1:(Y1—Y2)

21-20 = (Xi+iy1) - (Xa+ iy2) 1= (KiXo+ 17 y1y2) + i-(X1y2 + Xay1)

Re(z,-2,) Im(z;-22)
2]z, = X +iy, X,-i-y, _ (x]‘x2 —i2y1y2)+i(—x1y2 +y]x2) _
X, +1y, X,-1-y, x,2—i2y,?
XX V1) e — XY, TV,
X%+ y,? X2+ y,?

Re(21 / Zz)" Im(21 / ZQ)
Beispiele: siehe Ubungsblatt 2

Die komplexe Ebene (Gaul3’sche Zahlenebene):

e Addition z; + 7, entspricht einer Vektoraddition OP; + OP,

e FEigenschaften des komplexen Betrages: Vz,2eC
z1- 2ol = 21| - |22] |21/ 2o =\ za| /22| |21+ 20| | 24| + 22| (Dreiecksungleichung)
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Polardarstellung komplexer Zahlen:

= \ Zz=X4+1iy=r-(cos @ +i-sin Q) | Formel 2.1
Polardarstellung von z
wobei r = |z| Betrag von z
¢ = arg(z) Argument (Phase) von z
¢ ist nicht eindeutig :
- mit @ ist auch ‘ o= + 2km; ki={ +1, + 2,...}|
Argument von z

- fir{z=0/istr =0 und| @ beliebig

Berechnung von (r, ©) aus (X, y):

Gegeben: z=x+1-y mitz# 0 (z =0 ist trivial)
Gesucht: (r, @), so dass (2.1) gilt
Es gilt:

e r=,x2+y% >0,daz#0 vorausgesetzt

e wir berechnen dasjenige | ¢ = arg(z) \ mit ‘ ¢ € (-m, m) ‘ (ist eindeutig bestimmt)
- Hauptargument: ¢ = Arg(z)

cos 9= (x/n|Fally20: & ¢ < [0, 7]

cos -p=(x /| Fally <0: & ¢ & [-m, 0]

Fall: y 2 0:
o€ [0,n] > x/r=cospe [-1,1]

Fall: y<0:
- € [0, ] = - = arccos (x /1)

Formel: r=,/x2+y?

arccos (x /1) € [0, w], fallsy >0
—arccos (x /1) € [-m, 0], fallsy < 0 Formel 2.2

¢ ={
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Rechnen mit der Polardarstellung:
Sel zx =1y (COS @k + 1 - Sin Q) k:={1;2}

Produktberechnung:

Z1-Zy =11-12(COS Q1 +1-8in @) - (COS P2 +1 - sin Pp)
=11 - 12 ([cOS @) - cOS @2 —sin @) - sin @]+ 1 - [cOS @ - sin @2 + COS @y - sin ©;])
Re(z; - 25) Im(z, - z5)
Additionstheoreme:
=11 12 (COS (@1 + @) +1 - Sin (@1 + 92))
fiir den Betrag gilt: [r=1z; - zo|=11-10=]| 7] - |2 (wobei z; -z, =r1-(cos @ +1 - sin (p)‘

Produktformel: Formel 2.3

Argument: 0 = arg(z; - 7o) = Q1+ @ = arg(z)) + arg(zy)
Speziell: ‘ Z1=2y=z=r1-(COS @ +1-sin (p)|
Z=z-z=r1 -(cos 2¢ + i - sin 2¢)

z3=z2~z=r2-r-(cos(2(p+(p)+i-sin(2(p+(p))=r3~(cos3(p+i-sin3(p)

analog fir z" ;ne N

sei:  wi=r"- (cos (-¢) +1 - sin (-¢)) dies wiire =z ~', wenn gelten wiirde:
z-w =1 (Ow=1/2)=z
Z-W =r-r'1-(cos(—(p+(p)+i-sin(—(p+(p))
=1- (1 + 0) =1
iber vollstindige Induktion erhilt man die Potenzformel:
z"=1"-(cos(n-@)+i-sin(n- Q)) Vne {0, +1,+2, ...}

Formel 2.4

wobei: 1 = |z| ; ¢ = arg(z)

Beispiel: berechne v = (1 + i)8
1. Schritt:  schreibez=1+1 alsz=r-(cos@+1-sin @)

r=Jx+y? =J12+12= 42 =
arg(z) = ¢ = + arccos (x / r) = arccos(1 /\/§)=45°=n/4

weil: y >0
2. Schritt.  Uber Formel 2.4
w=2z"=1"-(cos 8¢ +1 - sin 8¢)
= (~2)% (cos 8(n/4) +1 - sin 8( 7/ 4))
=271 =27
=2".(1+0) =16

Es gilt die EULER’sche Formel (Beweis iiber Potenzreihen):

e =cos @ +i -sing; VeoeR Formel 2.5
Lage vonz=¢€"?|=1-(cos @ +1i - sin @)

Polardarstellung

Liegen auf dem Einheitskreis, d. h.:
|z| = |€"°| = yJcos2p+i-sin2p =1

Bemerkung: Beschreibung einer Drehung um z = 0 mit Winkel o
Gegeben: z = es gilt:

denn: z =r-e?.e%=g®@®

=r-(cos (@+a)+1i-sin (¢ + a))
aus Produktformel (2.3):
fir z, = r, - ; k= {1;2}
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Formel 2.6

@+92)

(7’1'ei%)'(rz‘eiw):rl'rz'e

71 V)
aus Potenzformel (2.4) folgt fiir z= r-e'? |(r-e¢?)" =r"-e"" Vne {1,+£2, ...} Formel 2.7

Das heift es gelten die iiblichen Potenzgesetze auch fiir Terme der Art e

Losen von Polynomgleichungen im Komplexen:

Satz 2.2: Die Polynomgleichung n-ten Grades: \P(z) =ay-2"+ay -2 +.4a-2+a= O\

Mit komplexen Koeffizienten ax e C ; k:= {0; 1; ...; n}, hat genau n-komplexe Nullstellen zx

k:={0; 1; ...; n}. Es gilt die Produktzerlegung: /st eindeutig bis auf die
[P(2) = an(z~21) - (2~ 2)... (2~ 2.) vze C| Reihenfolge der z,

Bemerkung: einige der Nullstellen zx konnen auch zusammenfallen.

Beispiel: Z'+ 22241 = (22+ 12
=Z2-1P=(z+1) - (z-D)
=@z-(-) - z-()-(z-1)-(z-1)
Z] Z 73 Z4
n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl a:
Ziel: zu gegeben: ae Cundn e N finde Zahl(en) zZ= %
d.h.: finde z € C derart, dass .
> z"-a=0 //Polynomgleichung n-ten Grades
nach Satz 2.2 9n Losungen zx

Bestimmung der 7 iiber EULER’sche Darstellung von a:
i(a+2kr)

sei: a=p-e“=p-e
z=r-e%>(z) =r" """ =a=p-e
> "=p=dund|n- @ =a+2kn
die n-ten Wurzeln von a = p-e"“ sind die Zahlen
: , 2
go=r-e® mit n=4p, ¢ =2 o 1)
n
die z liegen auf dem Kreis um z = 0 mit dem Radius

r= {/E:H und ‘(P]H.l =Qx+ 8\ mit \8:: 2/ n\

i(a+2km)

Anwendung beim Wechselstromkreis:

Spannung: Ut)=Up-cos(o-t+a) { = Zeit
Stromstirke: I(t) =1y - cos (w -t + B) T
Werden aufgefasst als Realteile der komplexen Gréen

U*(t) — U() . ei((ﬂt+0,)
() =1 - e P

R*=R Re(R*) = Wirkwiderstand
R*=i-w-L Im(R*) = Blindwiderstand
R¥=1/G-0-C)=-(1/(w-C))i [R*| = Scheinwiderstand
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3. Vektorrechnung und analytische Geometrie

3.1. Grundlagen zu Vektoren:

Vektoren®:

- sind gerichtete GroB3en (Pfeile), z.B. Kraft, Geschwindigkeit oder elektrische

Feldstirke
- charakterisiert durch: Linge (Betrag, Norm) und Richtung
- Bezeichnung: v = AE
A= Anfangspunkt

E = Endpunkt
v=AE=AE’=0OP
- |#|=|19 |l := Linge von ¥
Betrag Norm
von V von V
Vektoraddition:
Zu gegebenen a = PQ und b =QR
heiflt der Vektor ¢ = PR Summe von
g und b c=da+b

zu einem gegebenen a = PQ heil3it der entgegengesetzte Vektor zu a

Vektordifferenz:
i-b=3a+(-b)
d =0Q-OP=b —a

Multiplikation mit einem Faktor:

Zu einem gegebenen Vektor a und gegebenen Skalar A € R definiert man den Vektor A - a

durch:
- LéangevonAa :=|A| - |a|

- Richtung von A-d :={ Richtung von a, falls A >0

Richtung von (-a), falls A <0
Regeln fiir |al (bzw. Norm ||a][:

- |al=0
- |a|=0genau dann wenn a =0 //Nullvektor
- al=A"lal

- Dreiecksungleichung: la + bl < lal + Ibl

Koordinatendarstellung:
Kartesisches Koordinatensystem

Achtung!:

X-, y-, Z-Achse bilden ein Rechtssystem, d.h. nach der Schraubenregel:

x in y-Richtung drehen = Schraube in z-Richtung
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Darstellung eines Vektors:
OP’ =vi-e +vye,

Vi
Vv =OP=0P’ +PP’ =vi¢ +voe, +v3e =], Formel 3.1
V3
dabei heifit vi e R , 1= 1;2;3, i-te Komponente von v
Beachte: P = (v, v», v3) (Koordinaten des Punktes P)
Vl
korrespondiert eineindeutig mit Vektor v = | v, = (Vy, V2, V3)
Transponierte Schreibweise
v, ’
Spaltenvektor
3.2. Skalarprodukt, Vektorprodukt und Spatprodukt:
Winkel zwischen 2 Vektoren a, b:
Voraussetzung: schiebe b so, dass a und b
denselben Anfangspunkt haben
o=/ (a, b ) := der kleinere Winkel zwischen a und b
d. h.: Der Winkel zwischen G und b = Winkel zwischen b und a
(@,b) = (b.d)e [0,n]
(a) =0
(-a,a)=m
Skalarprodukt a * b (oder <a, b>:
Definition: @ * b :=|d|"|b |- cos (L (d,b))=<d, b> Formel 3.2
—> Formel zur Winkelberechnung:
cos Z(d,b)=(d*b)/|d|"|b| Formel 3.3
Projektion von a auf b:
s a-b
COS = F=—" Formel 3.4
I
aeb . . L=
2>|s= W (Lange der Projektion von a auf b )
Rechenregeln:
(a) G e b=>bed Formel 3.5
(b) asa=laP

Formel 3.5¢

da die Einheitsvektoren e; (i = 1; 2; 3) orthogonal sind und |ej| = 1, gilt:

1, fallsi=j
0, falls i #

e e ={ } =t 8 Kronecker-Symbol

Formel 3.6
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3 a 3 b
Berechnung a * b: Sei az(Zai -é',.): a,|, b :(ij -Ejjz b,
i=1 a, j=1 b,
_ 3 3 3 3
aieb=|>a, -E,)- db-é |=Da b -(E%e)=)a,-b-1;
i=1 =R i,j=1 i=1
a, b, 3
aeb=|a, |®| b, =Zai -b,=a,-b +a, b, +a,-b, Formel 3.7
a3 b3 i=1
3 a
- |ﬁ| =d-a= Zaiz Linge eines Vektors: |ﬁ| =,/a2+a,2+a?|fir d=| a, Formel 3.8
=l a3
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:
Offenbar ist |cos ¢ <1 Vo= (a, l;)
=|(@ * b)yal 1bI<1> |a=b|<lal|b| Formel 3.9
Betrag einer Zahl Betrag von Vektoren
3.9 Komponentenweise:
2 Formel 3.10

Z|a,. 'b,.| < \/iaﬁ -\/ibf
i=1 i=1 i=1

Anwendung: Berechnung der Arbeit:
Massepunkt M bewegt sich um den Weg s

unter Einwirkung der Kraft f
W=F-5s =|f|~cos<p-|§|9W= f o5

Vektorprodukt a X b:
d wird in b reingedreht

d und b liegen in einer Fliche
G X b kommt aus der Fliche heraus

Rechte-Hand-Regel.:
a = Zeigefinger

b = Mittelfinger

G X b =Daumen

Vektor a X b ist definiert durch:

. Richtung: senkrecht auf der Ebene, die a und b aufspannen

Richtungssinn: folgt aus der Rechtsschraubenregel oder Recht-Hand-Regel
Linge: |a x b | := F = Fliiche des von G und b aufgespannten Parallelogramms

Esgilt:[d x b|=|d|-|b|sin Z(d,b)
o R, - # o Formel 3.11
Beispiel: ¢ xXe,=e¢€,; €, Xe =—¢;,; ¢ Xe =0
Man kann folgende Rechenregeln beweisen:
Formel 3.12

(@) b Xd=—(dxb)

b)(A-d)xb =(dxb) A=dx(\-b) ViR
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(c) (a +b)><c =(a ><c)+(b X C)
(d) a x b = O genau dann, wenn d = = O oder b = 0 oder allb
(e) la x bP=|aP-|bP—(d=b)>

Berechnungsformel fiir a X b:

é:iai-éi, E:jbj-zj
- . 3 . 3 3 3
=Za Z Z E:Za-bj)-(éi-éj)
I

i=1 = i1

= (a;by — azb3) - e, + (azbz —azby) - ¢, + (asb; —ajbs) -¢,

a, b, a,by—ap, | e a; b
2> a, |X| b, |=| a;b,—ab, |=le, a, b,
a, b, a,b, —a,b, e, a, b
wobei: (Entwicklung nach der 1. Spalte)
+le, a, b
_ ~la, byl _ la, b| _ |al b
—le, a, b)|=+e - —-e, e, -
. as b, as by a, b,
+le, a, b,
streiche 1. streiche 2. streiche 3.
Zeile + Zeile + Zeile +
1.Spalte 1.Spalte 1.Spalte
my My
d: =m, -M,, —M,, M
und: 11 "My 12 "My,
my, mzz

1. Anwendung: Berechnung Flicheninhalt beim Dreieck:
Fléiche von APQR =2 |G X b |

2. Anwendung: Drehmoment D:=Fx f

D = Drehmoment = Vektor parallel zur Drehachse
r = Hebelarm
f Kraft

Spatprodukt [a, b, c]:

Definition: das von @, b, ¢ aufgespannt Spat S ist die Menge
S:={P|lOP=0-d +B-b+y-¢, ap,yel0,1]}

S = Aufgespanntes Parallelepiped mit dem Volumen V

Das Spatprdukt von den Vektoren a, b , ¢ ist definiert
als die Zahl[@, b, ¢]1=(d x b)* ¢

esgilt: V=F+h // Volumen = Flache mal Hohe
mit F=|d xb|

Formel 3.13

Formel 3.14

Formel 3.15

Formel 3.16
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h=|c|+cosop= |E|~M
ldxb|e]
> F-h=(a x b)s ¢
> V=|[da,b,é]l=|(adxb)ec| Formel 3.17
Fiir das Volumen des von @, b, ¢ aufgespannten Tetraeders gilt:
Vr=1/6-1la, b, ¢ ] Formel 3.18
Vr=1/3-Fr-h

Berechnungsformel: aus Formel 3.13 folgt:

¢ a bl |la b ¢
[G,b,¢l=¢Cs(daxb)=|c, a, b|=la, b, ¢, Formel 3.19

Test auf lineare Unabhingigkeit:
a, b , ¢ sind linear unabhingig, dass heif3t sie liegen nicht in einer Ebene genau dann, wenn:
[a, b ,Cc1#0 /I Determinante = 0 - Vektoren liegen in einer Ebene

3.3 Geraden und Ebenen:

Geradengleichungen:

° Punkt-Richtungs-Gleichung einer Geraden g:
Gegeben:

- PunktAeg

- Richtungsvektor: 7 ||
Sei P = (x4, X2, X3) € g eine beliebiger Punkt auf g mit dem Ortsvektor ‘x =OP | und |a = OAI
dann: AP—x—a"r >JdreR:X-a=\"r
Punkt-Richtungs-Gleichung: | X=da+A" 17 ,LeR

Jedem A € R entspricht genau ein Punkt P auf der Geraden mit x = OP

Formel 3.20

. Zwei-Punkt-Gleichung von g:

Gegeben: 2 Punkte A,B € g
Sei: @ =0OA, b =0B, % = OP

Si=b-a >|¥=a+r(b-d), eR

Formel 3.21

=1

Ebenengleichungen:
. Die Parameterform einer Ebene E
Gegeben:
- 1PunktAeE
- 2 Richtungsvektoren 7, § ||E (Voraussetzung: r || 5)
V Punkte Pe E 32 Parameter A, p € R
mitAP=L- 7 +p- 5|
jedem Paar (A, p) entspricht genau ein Punkt P € E
- Ebenengleichung in Parameterform:

x=a+A 7 +p -5 ,\pe R Formel 3.22
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X a I S
X |=|a, |[+A-|n |+u-]s, |, A pe R Formel 3.23
X3 a, g 53

. Die Normalengleichung von E:

Definition: N heiBt .Normalenvektor einer Ebene E*“ , wenn N LE (N senkrecht auf E)

Voraussetzung: N #0
Ebene E ist eindeutig festgelegt durch:

1 Punkt A € E und 1 Normalenvektor N L E
zu zwei gegebenen Richtungsvektoren 7, s |E
mit der Eigenschaft 7 || s liefert| N:=7 X §
einen Normalenvektor von E

aus AP L N > AP+ N =0
N (¥ -ad)=0 Formel 3.24

Nl
in Parameterformsei N = | N, |, x= |x,|, a=

N, X3

SINe¥ =N ed >Nix;+Noxs + Nyxz = ¢ Formel 3.25

Komponentenweise Normalengleichung von E /
Koordinatendarstellung

° Die Hesse’sche Normalform von E:

- Normalengleichung

=
NQ »—Q

1N
()

+ 1N - wobei: +fallsC:i=N +d >0 Formel 3.26
N ~,fallsC:i=N *+d <0

Es gilt: - |n| =1 (Einheitsvektor, parallel zu N)
- n 1 E (Normalenvektor)
n zeigt in den Halbraum von E, in dem 0 nicht enthalten ist

sl Nes=+l Nea
o)

=1

multipliziert man 3.25 mit £—, so erhélt man:

1
N

Hesse’sche Normalform der Ebenengleichung E:

neXx=rn-eadoder: nx; +nXs+ N3x3=c¢ Formel 3.27
mitc:=n*a >20und|n|=1

Bemerkung: ¢ = Abstand der Ursprungs O von E (s. u.)
Losen von Aufgaben:

Sei:  F :=FuBpunkt des Lotes von P auf E
d := Abstand von P zu E = Linge PF
X =0P; a :=0A
dann gilt: d = |PF| = Projektion von PA auf Vektor +7
=|PA| - cos ¢ =|PA| - |cos | (da cos ¢ >0 wegen ¢ € [0, n/2])

a .iﬁO(&—fc) et = lrei | —lFer_7es
—|PA| —|iﬁ|-|c7—?c| |J_rn0(a x)| | ne(a x)| |n°x n'a)|
=c(327)
é‘d: |7 e X —c|:|n1x1+n2xz+n3x3—c|‘9mit rnundc=17 * d aus 3.27 Formel 3.28
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Gerade als Schnitt zweier Ebenen:

gegeben: - Ebene E mit Normalenvektor N

- Ebene F mit Normalenvektor M

gesucht: - Schnittgerade(n) se ENF
entweder E = F = unendlich viele Schnittgeraden
Fall_1: NJLM_ = E, Fsind parallel = g4er E£F > 35

Es existiert genau eine Schnittgerade

N LE> N Ls (daseE)

M LE> M Ls(aseF)
>N x M s

F=NxM ist Richtungsvektor von s

Formel 3.29

A € E 2 Nja; + Nba; + N3az = C (Konstante aus Normalengleichung von E)
A € F > Ma, + Maa; + Miaz = D (Konstante aus Normalengleichung von F)

Ziel: - finde eine Losung (a;, az, a3) als Gleichungssystem
Losung: - setze eine Komponente fest (zum Beispiel a3 = 0)

- Lose ein 2 x 2 Gleichungssystem, finde die restlichen Komponenten

Winkel zwischen zwei Ebenen:
- Voraussetzung: E || F = 3 Schnittgerade s
- Sei A € s beliebig gewdhlt
Definition: gGeradeinEmitg L s;Ae g
h Geradein Fmith L s;Ae h
Damit ist o der Winkel zwischen E und F definiert als
‘a =Z(EF):=Z(gh) ‘ derjenige Winkel a mit a € [0, n/2]

il g m Lheazz(g,h):z(ﬁ,m)ecosa:m:J_r|ﬁ-ﬁ1|
i -
o€ [0,n/2]=cosa=>0 = cosa= |ﬁﬁ1| - ‘a:arccoslﬁ . n?l‘ Formel 3.30
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4. Lineare Algebra

4.1. Vektorrdaume
Ziel: allgemeine Beschreibung von Mengen, deren Elemente man addieren und mit einer Zahl
multiplizieren kann.

Definition 4.1.: eine Menge V heilt ,,Vektorraum iiber R*, wenn auf V folgende Operationen
erklért sind:

Addition: a,beV>a+beV
Skalarmultiplikation: A e R (Skalar),ae V2> Ae V

und folgende Rechengesetze (Axiome) gelten:

(VI)a+b=Db+a V(a,b)e V

(V2)(a+b)+c=a+(b+¢c) V(a,b,c)e V

(V3) 3, Nullelement“ 0 [=0,] € Vmitdera+0=a Yae V
(V4)Vae V d(-a)e Vmita+(-a)=0

(V5) l.a=a Vae V (spezielle Rolle von A = 1)

(V6) A (n-a) = (A-p) -a VA, weR Vae V

(VA (a+b)=ra+Aib VA weR VaeV

(V) (A+w-a=ra+pa VA welR VaeV

Die “Differenz” von a und b ist definiert als: \ a—b:=a+(-b)=a+(-1) -b\
Bemerkung: analog definiert man ,,Vektoren iiber C**, wobei (A, n) € C

Beispiel:
Roo= (@ a)la€ B Vi=1,...n)
Mit den Operationen:
(ay,..., ay) + (by,...,by) =(a; + by,...,a, +by) € R,
A (ap,..., ap) := (M-ay,..., hay) € R,

a, a, a, a,
RY:{] : |laeR Vi=1,...n} mit | : |+| : |=]: |e R" und
ai’l ai’l ai’l an
a, A-a,
Mo i=] o | e R
a, A-a,

Py:={ px) | p(x) = Zaixi mit a; € R }, wobei
i=0

n

PO +q() = Y (a+b)x  und  A-px) Y (A-a)

i=0
Definition 4.2.: Eine Teilmenge U € V eines Vektorraumes V hei3t “Unterraum von V”,
wenn: a,be U>a+be U LreR aeU>Ah-ac U
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Beispiel: sei E eine Ebene durch den Ursprung 0, sei V = R?
U := {x € V| Punkt P mit x = OP liegt in E}
Fiir Unterraum: Ebene muss durch Nullpunkt gehen

Definition 4.3.: Zu Elementen v; € V und Skalaren A, I € R, 1= 1,..., k, hei3it
k

V= 7\,1-V1 + ... +}Vk'Vk: Z(//il 'Vi)E A/
i=1
Linearkombination der v; (mit dem Koeffizienten ;). Der von vy,..., v aufgespannte

Unterraum U ist definiert als:
k

U =span (vi,.vi) == {v= D (4-v)|he R Vi=1,...k}
. = Menge der Formel 4.1
Beispiel:

Ebene E durch O wird von a, b € RP=V
Aufgespannt U = span (a, b)
E{veR’|v=ra+pub=0P, A pe R}

Definition 4.4.:
e Die Elemente vy,...,vx € V heillen ,,/inear abhdngig®, wenn es Zahlen (Skalare)
Moo, € R gibt mit 02 + 2> + ... + 42> 0] (dass heiBt nicht alle A;= 0) und
MV + .o+ v =0 =0, (Nullelement in V)
® vj,.., vk € Vheillen “linear unabhdingig*, wenn sie nicht linear abhédngig sind, dass heif3t:
7\,1V1 + ...+ kak = OV‘ -> ‘7\,1 =...= 7\,1(: 0‘
e “Dimension von V"’ dim(V) := maximale Anzahl von linear unabhéngigen Vektoren in V

Beispiel:

Linear abhingig Linear unabhéingig
2 parallele Vektoren 2 nicht parallele Vektoren
3 Vektoren in einer Ebene 3 nicht in einer Ebene
liegende Vektoren

4.2. Matrizen:

Definition 4.5.: Eine ,,Matrix vom Typ (k, n)* ist ein rechteckiges Zahlenschema aus k Zeilen
und n Spalten

ay Ay a,
. ay Ay :
Dass heiit: A= | ) = (aj)k,n (Elemente von A)
: . a;
j
Ay Gy 0 A

wobei a;j € R V1, j. Die Menge aller reeller Matrizen vom Typ (k, n) bezeichnet man mit
R®™ oder R**", die Menge aller komplexen Matrizen vom Typ (k, n) mit
C ® oder C¥*™ wobei aje C.
Zwei Matrizen A = (ajj)n) und B = (bj))1m) heien ,.gleich®, dass heift:
A =B, wenn: -k =1undn=m (gleiches Format)
-a=by Vi=1,.,k Vj=1,.,n (Elemente stimmen iiberein)

Definition 4.6.:

® Matrizen-Addition

Zu A, B € R™" wird die Matrix A + B € R*" definiert als:
‘A +B = (Cii)(k,n) mit Cij := aj; + bii , wobei A = (aii)(k,n) ,B= (bii)(k,n)‘ Formel 4.2
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e Skalarmultiplikation fiir Matrizen:

Zu)le R (Skalar) und A € R®" und A-A € R®™ definiert als:
MA = (Cij)(k,n) mit Cij := X-aij , wobel A = (aij)(k,n)

0 -1 2 1 2 0
Beispiel: 2 3 ||+|3 =2(|=|5 1
-1 4 2 1 15
A B C=A+B
I -2 -2 4
=203 —-1]|=|-6 2
-3 4 6 -8
Ao A A-A

Formel 4.3

® Die Menge R" aller Matrizen vom Typ R ist ein Vektorraum mit dem Nullelement:

0 = Ogen = einer Matrix voller Nullen mit k-Spalten und n-Zeilen

Definition 4.7.: Zu einer Matrix A = (ajj)kn) € R&Y ynd B = (i) € R™ wird das Ergebnis

A-B € R®? definiert als:

A-B = (Cij)(k,r) mit Cij := Zai, 'bli
i=1

Beachte: Spaltenanzahl von A = Zeilenanzahl von B

(i-ter Zeilenvektor von A) - (j-ter Spaltenvektor von B) = ¢;;

Schema fiir das Matrix-Produkt:

¢y = Zeile(i) - Spalte(j) = a;by; ... aiwby= D a, by
=1

Formel 4.4

Beispiel: A= {1 2] B= {O ) SJ
3 4 1 4 2
0 3 5
1 4 2 . . .
Vektoren sind spezielle Matrizen
1 2 11 9
3 4 25 23
X
Spaltenvektor: X=|:|eR" = Matrix vom Typ (n, 1)
xn
Zeilenvektor: X =xi, ..., X, € R" = Matrix vom Typ (1, n)
Matrix mal Vektor:
Gegeben: Matrix A € R®", Vektor ¥ € R® > R™=¢ = Ax e R®) & R
ay a, [ X G
Ax= a, . a, | |=|¢ |-Zelei=¢
Ay 0 Gy \ Xy Cy

n
wobei: ¢; = Zai, x, Vi=1..k
I=1
a;- X (a;= i-te Zeilenvektor von A)

©Torben Nentwig 11.6.705



Mathematik fiir Elektrotechniker — Dr. Schieweck WS 04/05 + SS05

Matrix-Vektor-Schreibweise fiir Gleichungssysteme:
Beispiel: finde 3 Unbekannte x;, X2, X3, so dass
-2X1— Xp + 4X3 =6
X1+ 3x0 —2x3=—+4
3X1—2X2— X3 = 2
ist dquivalent zu Finde Vektor x = (X1, X2, X3)T e R? , so dass
-2 -1 4 (x 6

A € R™ Koeffizient Matrix (n = 3)
L3 =20 x|=|-4 x € R? Losungsvektor
3 -2 —-1)\x 2 b e R" Rechte-Seite-Vektor

n

dass heil3t allgemeine Form: A-x =b

Rechenregeln fiir Matrix-Produkte:

Definition 4.8.: ,.Einheitsvektor I, € R™ wird definiert als

1 - 0
I, = i1 |= (B Wobei: 8 { I fiiri = //Kronecker-Symbol
Ofiri#]
0 - 1
° Die Typen von A, B, C seien so, dass die Produkte erlaubt, dann gilt:

(a) (A+B)-C=A-C+B-C
b)A-B+C)=A-B+A-C
©)A-(B-C)=(A-B)-C

(A -L-B)=A-A)-B=%-(A-B)mithe C

Formel 4.5

(e) FirAe C*Vgilt: A-L,=A I-A=A
Beachte: im Allgemeinen gilt: A-B#B- A

e S (R I A R

A B A-B B A B-A

Definition 4.9.: SeiA € C*" mit den Elementen A = (ai))(.n)» dann ist die ,,transponierte
Matrix“ A" e C™9 |AT = (Clj) ) mit ¢jj := aﬂ‘ //Zeilen und Spalten werden vertauscht

Die “adjungierte Matrix” A*e C™ : |A"= (cj)wi mit ¢ := ay
Seien a;. ..., ax Zeilenvektoren von A éalT, ey akT = Spaltenvektoren von AT
Beispiel:
a, .. .. a, .. a,
A= | D Al =

a

Rechenregeln fiir Matrix-Produkte:

(@) (A+B) =AT + B"

b)Y h-A) =r-AT

©@AhH'=A

(d)(A-B)=B"- A" //wichtig!!!

Formel 4.6

Definition 4.10.: eine quadratische Matrix A € C heif3t:

Symmetrisch®, wenn A = AT

Lhermitisch®, wenn A = A*  (Hermite 1822 — 1901)

Sunitdar, wenn A* - A=A - A* =1,

,,orthogonal®, wenn AT A=A . AT= 1,

Bemerkung: im Reellen ist hermetisch = symmetrisch und unitdr = orthogonal
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4.3. Determinanten:

Ziel:
e zu einer quadratischen Matrix A € R™" wird eine Zahl det(A) zugeordnet
e beschrinken uns auf den reellen Fall (der Fall A € C™ geht analog)
¢ behandeln nur Berechnungsverfahren und Rechengesetze
e (Definition iiber ,,Determinanten‘* siche Literatur)

Definition 4.11.: ,,n-reihige Determinanten von A € R™

e Falln=1: A=(a,) € R"", dann det(A) := a;
e Falln=2: A=(aj)unme R™"
“Untermatrix” A € R™""" entstehe aus A durch streichen von Zeile i und Spalte j

Entwicklung von det(A) nach der 1. Spalte von A:
(_I)H-j: (_1)]+] (_1)2+l

det(A) := + aj-det(Aqy) — azi-det(Asr) + asi-det(Asy) - ... + (-1)™" an-det(A,;)  Formel 4.7
= > (D" -q, -det(A,)
i=1

Dass heif3it: Berechnung der n-reihigen Determinante durch (n-1) reihige Determinante
det(Ajj) > rekursive Definition
Die det(A;j) werden wieder nach der 1. Spalte entwickelt

a, ... a4,
Schreibweise fiir n = 2: det(A) = |A| =
a, .. a,
. ap,  ap
Fall n= 2: det ( ] =+a“-det(Au)—a21-det(A21) Formel 4.8
Gy Ay
=+ ajr-det((az) — ay;-det(ar2)
‘= aji-dxp —ap- A
Produkt der Produkt der
Hauptdiagonalen Nebendiagonalen
Beispiel: n=4
1 2 3 4
6 7 8 2 3 4 2 3 4 2 3 4
5 6 7 8
d= =+1-10 11 12-5-10 11 12+9-/6 7 8 |-13-|6 7 8
9 10 11 12
14 15 16 14 15 16 14 15 16 0 11 12
13 14 15 16
6 7 8
11 12 7 8 7 8
10 11 12|=+6- -10- +14- ..2>d=0
15 16 15 16 11 12
14 15 16

Satz 4.12.: (Entwicklung nach einer beliebigen Zeile oder Spalte)
Entwicklung nach Spalte j von A = (ay) € R™:  det(A)= D (=)™ - a, - det(A,)
i=1

Entwicklung nach Zeile i von A = (aj) € R™:  det(A)= D (=)™ - a, - det(A,)
j=1

Beispiel: Wihle fiir die Entwicklung von A eine Zeile oder Spalte mit moglichst vielen
Nullen
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4 0 2
det(A)= |6 -5 9—(—1)”/’—0-6 9+(—5)-4 2—o-4 A__
B s o 3 5 3 5 3 6 9

=(-5)- (43-52)=-10

Eigenschaften und Rechengesetze:

e Zeilentausch: sei a; € R, i-ter Zeilenvektor von A

€ I-te Zeile

€ k-te Zeile
Spezialfall: falls ay = aj, so folgt det(A) =0

e Ausklammern eines Faktors A € R

ol il
det|..A-a,..; = A-det|...q,...

.a ... ..a

n nee*

¢ Linearkombination in einer Zeile k: sei A, p € R

. . .
detl..A-a, +u-a,..| = A-detl..q,..| + u-det..q,..
.. el ..a

n n ne

e Addiere vielfaches von Zeile k und Zeile 1:

ol ... il ..

det = det

.. g, +A-a...

Beispiel:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6/—2a,=[0 0 -1 =0 0 —1=+1-0
78 9 78 9/-3q, [0 -1 -3 o
Determinante von A': man kann beweisen: \det (A') = det(A)\

Die Zeilen von A sind die Spalten von AT
Die Zeilen von A' sind die Spalten von (AT)T =A

4 2
53

Formel 4.9

Formel 4.10

Formel 4.11

Formel 4.12

3‘ =+1-(-D)=(-D)

Formel 4.13

- alle Rechenregeln fiir Determinanten fiir Zeilen von A
gelten sinngemif auch fiir die Spalten von A

Formel 4.14

Produktformel: sei A, B e R™, dann gilt{det(A-B) = det(A) - det(B)|

Cramer’sche Regel zur Losung von Gleichungssystemen (GLS):
GLS: finde x € R", so dass Ax = b zu gegebener A € R™, b e R"
Satz 4.13.:
Voraussetzung:
. A e R™ mit det(A) £0,b e R"
. Sei @ = j-ter Spaltenvektor von A
Behauptung: das GLS hat genau eine Losung x € R"
° Fiir die k-te Komponenten von xx von x gilt:
B det'=..,a"",b,a"",...,a"

) det(A)

Formel 4.15

Formel 4.16
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o I 2)(x 5
Beispiel: 3 4 : = ,det(A) =-2
X, 6

1 15 20 8 1 |1 5 -9
xl:—' = = — xzz—' :—:4,5
-216 4 -2 -2 3 6 -2
4.4. Lineare Gleichungssysteme (GLS):
Problem: Finde alle Losungen x = (xy,..., xn)T e R"des LGS
anxXi+ ...+ anX, = b]
1X] + ... + X, = by m-Gleichungen Formel 4.17
AmiXi + ... + A4pnXn = b n-Unbekannte
dass heiBt: [Ax = b mit gegebenen Daten A = (aj))mn€ R™Y b= (b)e R™
. Das Gleichungssystem wird eindeutig reprisentiert durch die ,,erweiterte Matrix* (Al
b)
. Es kann keine, genau eine oder unendlich viele Losungen geben
. Die Losungen iiber Cramer’sche Regel geht nur fiir m = n und det(A) # 0 und ist im

allgemeinen (fiir gréBere n) zu aufwendig

Losung nach dem Gauld’schen Eliminationsverfahren:

Schritt 1: ,,Vorwdrtselimination*
Uberfiihre GLS in ein dquivalentes LGS A x = b mit besserer Struktur (Zeilenstufen-
Form)

[ ) ES £ £ ES ESE

0 0 e = = % r —,,Pivotzeilen*

0 0 0 e % =

(Alp) =

0 0 0O 0 0 e

0O 0 00 0 O (m —r) — Nullzeilen
0O 0 00 0 O

Dabei bedeutete: * transformiertes Element

e . Pivotelement #, links davon und unterhalb sind lauter Nullen

wodurch erreicht man die Zeilenstufen-Form von A”:
° Addiere das A- fache (A # 0) von Gleichung ,,k* zu Gleichung ,,i*“, dass heif3t addiere in
(A] b) das A- fache von Zeile ,,k* zu Zeile ,,i*

. Vertausche die Reihenfolge von Gleichungen, dass heif3t tausche zwei Zeilen von (A
b)
° Prinzip: Gehe spaltenweise vor und erzeuge Nullen unterhalb jedes Pivotelementes
Beispiel:
2-2-11]1
(-2)Z; 2 4 -4 03|2
-1 -2 3 34|3 =(A]b),Be R
36-71 1|
2-2-11]|1
00O02T1|0 wihle Pivotelement in Spalte 3, da Spalte 2 fertig!
000 254
0 0-14-2B-3
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2-2-11]1
000 254
000210
+1Z, 0 0 -1 4 -2[B-3
2-2-11]1
007f]2 5|4
000£P2 1[0
+37Z; 0.0 0 6 3|p+l
i 2-2-11]1
000 254
000£p 1[0
0000 0]p+l

sei r ;= Anzahl der Pivotelemente in A*= Anzahl der Pivotzeilen Formel 4.18

Schritt 2: Losbarkeitsentscheidung: nur fiir B + 1 = 0 existiert eine Losung, dass heil3t nur fiir
B =-1, sonst existiert keine Losung

Schritt 3: . Riickwdrtssubstitution*:

o Fiir Spalte j  mit Pivotelement ist x; eine abhingige Variable
ohne Pivotelement ist x; eine unabhéngige Variable (,.freie Variable*)
° Dass heiit unabhédngige Variable sind x; = a; und x5 = ap, wobei a4, a, € R frei
withlbar sind
. In jeder Pivotzeile kann man nach der entsprechenden abhingigen Variablen x;
umstellen:

3. Gleichung: 2x4+ 1xs=0 =2 x4 =20,
2. Gleichung: 1x3+2x4+5x5=4 2x3=2-(-Y20) + Sap + 4 =4 —4a,
1. Gleichung: 1x; + 2Xx; —2x3-1x4+ I1x5=1

-> X1 :—2(l1 + 8—80.2—1/2(12—0.2+ 1 :9—20(1 —8,50.2
allgemeine Losung:

X, 9 -2 -95

X, 0 1 0

x, |=|4|+a| O |+a,| —4 | wobeiay, o, € R beliebig
X, 0 0 -0,5

X 0 0 1

Definition 4.14.: Unter dem “Rang einer Matrix> A € R™ versteht man die Zahl:
‘Rang(A) := Anzahl der linear unabhiingigen Zeilenvektoren von A‘

Man spricht auch vom ,,Zeilenrang von A*.

Satz 4.15.: Es gilt:

. ‘Zeilenrang = Spaltenrang), dass hei3t Rang(A) = Anzahl der linear unabhéngigen
Spaltenvektoren
. Rang(A) =r r= Anzahl der Pivotelemente in A™ (aus 4.18.)
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Allgemein zur Losbarkeitsentscheidung

® k k  k ok k%
0O O e % x k%
0O 0 O e x xx*
(Alp) =
0 0 0 0 O o
00 0 0 0 O
00 0 0 0 O

Satz 4.16.: Das GLS Ax = b ist 1osbar

° ‘wenn alle Komponenten (3,..., 0m) in den (m —r)-Restzeilen von b™ Null sindl
° wenn der Rang(A) Rang(A| b)
. b € Spannung (a',...,a") wobei ' := j-ter Spaltenvektor von A

Bemerkung: zu b € span{aJ cj=1,...n} A= @@,....a") > Ax =a'x; + ... + a"xp = Zajxj

Struktur der allgemeinen Losung von Ax = b:

n—r
X = Xp + Za’xj , wobei 0; € R beliebig Formel 4.19
J=1

partikulere Losung  x;, = allgemeine Losung des homogenen GLS

Ax,=b  |Ax,= AxY =0

Beachte: Wenn gilt: r = n (Rang(A) =n), so ist die Za x; definiert als O (dass heift m)
Jj=1

Definition 4.17.: Unter dem ,,Kern einer Matrix“ A € R™" versteht man folgenden

Unterraum: Kern(A) := { x € R"| Ax =0}

Unter der ,,Basis eines Unterraumes U € R* versteht man eine Menge von linear

unabhingigen Vektoren vy,...,vg € U mit U = span(vy,...,vq)

Die Zahl d (= Anzahl der Basisvektoren) heilt ,,Dimension von U*“, m Zeichen ,,dim (U)*

Fiir die Vektoren x",..., x™ der allgemeinen Losung (4.19.) aus dem Gaul}’schen-

Eliminationsverfahren kann man beweisen, dass gilt Kern(A) = span(x",....x")

Und x,..., xX™ sind linear unabhiingig > es gilt also: ‘dlm(Kern(A) n— Rang(A)‘

Formel 4.20

Formel 4.21

Der Fall einer quadratischen Matrix A € R™":
Definition 4.18.: Eine quadratische Matrix A € R™ heift »reguldr, wenn der Rang(A) =n,
»singuldr, wenn Rang(A) <n

Fall ,.A ist reguldir:

(A|b) 2 (A’|bY) r = Anzahl der Pivotelemente = n = nur abhingige Variablen x;

-> fiir beliebige Vektoren b existiert eine eindeutige Losung vom GLS

Nach den Rechenregeln fiir Determinanten gilt:

det(A) = det(A") - (—1)‘{ , wobei t := Anzahl der Zeilenvertauschungen im Gauf3-Verfahren
=aj;- a2 ...  An * (—1)1 (//Produkt aller Pivotelemente # 0) Formel 4.22

Satz 4.19.: Fiir A € R™" sind dquivalent A ist regulir, dass heift Rang(A) =
> det(A) #0 <« GLS hat fiir beliebiges b € R" eine eindeutige Losung x «>
homogene GLS hat nur die triviale Lésung x =0

(Al b) -2 (A’|b) es gibt n —r > 0 freie Variablen x; = das homogene GLS Ax = 0 (dass
heilit b =0 = b” = 0) hat unendlich viele Losungen = det(A) = 0 denn wiire
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det(A) # 0 2 Ax =0 hat nur die Losung x = 0 (Satz 4.19.)
Satz 4.20.: Fiir eine Matrix A € R™ sind #iquivalent: A ist singulir, dass heift Rang(A) < n
<> det(A) = 0 < homogenes GLS hat unendlich viele Losungen

4.5.: Inverse Matrix:

Definition 4.21.: eine Matrix X € R™ heiBt ,,Inverse Matrix*“ zu einer Matrix A € R™",

wenn gilt|A - X=X - A =1

Fiir diese Matrix X schriebt man A™ (das bedeutet A - Al=A' A= 1)

A’ kapn nur exist%?ren, wenn det(A) 71é 0: Formel 4.23

Beweis: det(A - A7) =det(A) - det(A) =det(I,) =1

A'=X: A X=X-Al,

Wie berechnet man A™'?

. SeiA'=X=(x"... x") wobei x! = j-ter Spaltenvektor von X = A

o Man kann zeigen (siche Ubung) : |A - X = (Ax'... Ax") = I, = (¢'...., &") Formel 4.24
Wobeie!=(000100)" € j-te Zeile  j-ter Einheitsvektor = j-ter Spaltenvektor von n

> x) e R"ist Losung des GLS .j=1.....n, falls det(A) # 0 Formel 4.25

Satz 4.22.: Fiir A € R™ existiert A" € R™ genau dann, wenn det(A) # 0.

Der GauB3-Jordan-Algorithmus zur Berechnung von Al

Schritt 1: fiir Gleichungssysteme Ax' = ¢/, j = 1,..., n fiihrt man die Vorwirtselimination
simultan mit allen rechten Seiten e],. .., " durch:

Schritt 2: dividiere in jeder Zeile durch das Pivotelement (Skalierung)

Schritt 3: erzeuge riickwirts (dass heif3t von Spalte n bis Spalte 1) Nullen oberhalb der
Hauptdiagonalen - Riickwirtselimination

Skalierung: 0 1 * * Riickwirtselimination: 0 1 0 *
00 1F* 001 *
dass heift: in i-ter Gleichung 1-x;=*
I 1 1 I 1 11 0 0
Beispiel: A=|-2 -4 -6/ Schritt 1: (All3)|-2 -4 -6/0 1 0|+2-z, =
39 18 39 18/0 0 1)-3-z
I 1 171 11 I 1 1)1 11
0 -2 =42 10 20 -2 —42 1 0
0 6 15/-3 0 1)+3-z, 0 0 33 3 1)+3-z

Schritt 2:

1 1 11 0 0) —z
01 2-1 =05 0]-2-z,
0 0 11 | A

Schritt 3:
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1100 -1 —%)-z (1003 15 %)z Ax=c
01 0-3 -25 -%| >0 1 0-3 -25 -% A-AT x=A" ¢
0011 1 4 o0 11 1 ¥ x=A"-¢

Rechenregeln fiir inverse Matrizen:

M1 AH'=A Formel 4.26
(M2) (A-B)'=B'A"
™M3) AH ' =@

Determinantenformel fiir A™':

Es gitl: A = (X)) Xij = 1/det(A) - (1) - det(Ay) Formel 4.27
Aji = Untermatrix von A durch Streichen von Zeile j und Spalte i

4.6. Skalarprodukt, Norm, Orthogonalitit:

Definition 4.23.: Unter einem ,,Skalarprodukt auf den Vektorraum V** versteht man eine
Abbildung die jedem paar von Elementen u, v € V eine Zahl (u, v) € R zuordnet mit
folgenden Eigenschaften:

(S1) (u,v)=(v,u) V@uv)eV

(S2) (Ahu+pv,w)=A@w) +p (v,w) Vuv,w)e V; VL, pelR

S3) (uv)=20 YV (ueV und (u, u) = 0 genau dann, wenn u = Oy
speziell: ist auf V € R" das sogenannte ,,Euklidische Skalarprodukt definiert als:

(u, v=u-v= Zuivi VU:(ul,-..,un)T=V:(V1,...,vn)Te RY Formel 4.28
i=1

Bemerkung: spiter zum Beispiel bei Fourier-Reihe, sind u, v € V Funktionen iiber [a, b]

Eigenschaften von (e.):
,Cauchy-Schwarz-Ungleichung*: (gilt im allgemeinen Vektorraum)

ju, VE< @w) - (vv) V(@ v)e V| Formel 4.29
fiir das Euklidische Skalarprodukt (4.28.) und eine Matrix A € R™" gilt:
(Au,v) =, ATv) V@veV Formel 4.30

Definition 4.24.: Unter der ,,Norm auf einen Vektorraum‘ versteht man eine Abbildung, die
jedem Element u € V eine GroBenzahl [ju]| € R (sprich: ,,Norm von u‘‘) zuordnet mit
folgenden Eigenschaften:

(N1) Ju||=0 V (u,v)e V und |u|| =0 genau dann, wenn u = Oy

(N2)  |[A-ul[ = [A] - [Jull V(wv)eV reR

(N3) Ju+v[|<|ull +Ivll ¥V (u,v) e V (Dreiecksungleichung)

speziell: auf V = R" ist die ,,Euklidische Norm* definiert als:

< F 14.31
lull:= ) = [>u2 Y u= @) B e
i=1

Normen sind wichtig fiir Fehlerabschidtzungen:
Beispiel: GLS Ax=b
AX =b wobei b =b + &b
Man kann zeigen: [[x - X || <Ca - || 6b]| /1'|6b|] = Grad der Storung
Definition 4.25.: Zwei Elemente u, v € V heillen ,,orthogonal® (beziiglich (e,*)), wenn

(u,v)=0 Ein System von Elementen wy, ...,wq € V heilit ,,Orthonormalbasis (ONB)*
von V, wenn:
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ortho: (Wi, wp) =0 Vi#k
normiert: [Iwill = y/w,,w, =1 VIe {l1,...,d}
Basis: V =span (wi,..., Wa)

Bemerkung: Die lineare Unabhingigkeit von wy,..., wq folgt aus der orthogonalitét, denn:
d d
> Aw, =0, |(s, wi) (Lineare Abhéingigkeit) D> A w,w)=(0y, w) =0

i=1 i=1

=7\,k (Wk, Wk) 7\,1(=O vV k
Wie bestimmt man die ONB?
Gegeben: ay,..., a4 sei eine Basis von V, dass heiit V = span (aj,...,aq) und die a; sind
linear unabhingig
Gesucht: ONB wjy,..., wgvon V

Das Gram-Schmidt-Verfahren:

Idee: bestimme die w; rekursiv, so dass [die wy,..., wj eine ONB [span (ay,..., a;)

Start: setze w; := ﬁal Formel 4.32
a,

Bestimmung von wi; 12> 2 (aus: wy,..., wi.; und a;):
Sei bereits: wy,..., wi.; eine ONB von span (aj,..., aj.;)

i—1
Ansatz: w, = a;— ZCjW
j=1

i wobei ¢; € R zu bestimmen Konstanten sind

i—1
Ziel: ¢jso, dass W, Lwi, k=1,...i-1 & 0=, wi) = (@, w)— D_c;(w,,w,)
j=1

= (i, Wi) — Ci (Wi, Wi)| =2 ¢k = (aj, W) Vk=1,...,i-1
i—1

2>|W, =a— Z(ai,wj)-wj
j=1

Formel 4.33

. PO PO F 14.34
Normierung von w; heilit [w.= w./ || w, || orme

1 1 1

i—1
Beachte: i, =0, heiBtaj= » c,w; € span (ay,..., ai1)
=1

dass heil3t: a;ist linear unabhéngig von ay,..., aj.1, dass heifit a,..., a; nicht linear unabhéngig!

Vorteile einer ONB:
° Sei wy,...,wq eine ONB von V
o Dann hat ein beliebiges Element v € V eine Basisvorstellung

d d
v =Z(v, w,)w, denn: v = Z/ll. W, (o, W) 2 (v, Wi) = A (Wi, W)

i=1 i=1

d d
. Weiterhin gilt: [|vl| := /(v,v) = \/Z/L.Z = \/Z(V,Wi)z
i=1 i=l

° Einfache Berechnung der Projektion eines Elementes u auf V = span (wy,..., wq) fir
ONB

d

gilt: py = Z (u, wi) w;
i=1
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4.7. Eigenwerte und Eigenvektoren:

Definition 4.26.: Eine Zahl A € C heiBt “Eigenwert (EW)” der Matrix A € C™, wenn

Hxe C": Ax=)\und x #0| Formel 4.35
Jeder derartige Vektor x heilit ,,Eigenvektor (EV)“ von A zum Eigenwert A. Die Menge der
Eigenwerte einer Matrix A heil3t ,,Spektrum von A*

Bestimmung der Eigenwerte von A iiber das charakteristische Polynom:

Sei A € Cein Eigenwert von A <> 3x #0 : Ax —Ax =0y, = (A — A-I)x

<> das homogene GLS (A — A1) -x = 0 hat nicht triviale Losung x # 0y

o |det(A — A1) =0 Formel 4.36

Polynom in &

Definition 4.27.: Zu einer Matrix A € C™" heiBt das Polynom:

paV) = det(A — A1) = (-D"A" + ap A"+ .+ ash +ay
das charakteristische Polynom von A.
Satz 4.28.: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von pa()L).
Nullstellen von pa(L):
° Sei A; € C die j-te Nullstelle von pa(A) j = 1,....k , mit der Vielfachheit o; > 1, dass
heif3t
. = pa(A) kann zerlegt werden als:
pa) = D" =)™ - - (A =A™ mit a; + ..+ ax=n Formel 4.37

Definition: unter der ,.allgebraischen Vielfachheit” des EW A; versteht man die Zahl a(};) := a;
Und unter der ,,geometrischen Vielfachheit” des EW A, die Zahl:

g(};) := maximale Anzahl der linear unabhéngigen Losungen x # 0 des GLS: Formel 4.38
(A — Ajn)x = 0 = dim(Kern(A — A-1,,))

Man kann zeigen, dass ‘1 < g(\) <a()) vVi=1,.., k‘
dass heif3t speziell gilt: \g(kj) = 1, falls a(\y) = 1|
Beispiel zur Berechnung des EW und EV:

-2 -8 -12
A= 1 4 4
0 O 1
-2-1 -8 -12
pa(h) = det(A —AlL,) = 1 4-1 4 | =+0-MD{-2+M)-@-M+8}=

0 0 1-4
D1 A A=2)=(-1)-(h=1) - (A=0)- (L =2)
2> EW: My =1mita(d) =1

A =0mitall) =1 > gO\,]’zﬁ) =1
7\,3 =2 mit aOug) =1

EW A= Nullstellen von pa(A) = det(A — Al,) = YR M=0, =1, A=2
EV zu A, =0 : dass heiflit bestimme die Losung von (A — Ai1,)x = 0y
-2 -8 -12 -2 -8 -12
(A-0-1, = 1 4 4 =210 O 4 | x, = freie Variable
0 o0 1 0 0 0

Bemerkung: ‘Die Anzahl der freien Variablen = geometrische Vielfachheit von A; = g(kl)‘
= dim(Kern(A — ML)
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xa=0, > EV:(x), X2, x3)' = oy(-4, 1, 0)", oy € R, wiihle speziell a;=1 > EV : x =(-4, 1, 0)"
EV zu ), =1: bestimme die Losung von (A — A[,)x = 0y
-3 -8 -12 1 3 4
A-1-1Iy= 1 3 4 | 210 1 0] x3=freie Variable
0 O 1 0 0O
spezielle Wahl: x3=a; =1 2> EV: (x4, X2, )(3)T =(4,0, 1)T
EV zu A3 =3 : bestimme die Losung von (A — Asl,)x = 0y

-4 -8 -12 1 2 4
A-2-ITp=|1 2 4 |1=>|1 2 4 X, = freie Variable
0 0 -1 0 0 -1

spezielle Wahl: x, =a; =1 2 EV: (x4, X2, )(3)T =(2,1, O)T

Diagonalisierbarkeit einer Matrix A:
Definition 4.29.: Eine Matrix A € R™" heiBt ,.diagonalisierbar*, wenn eine reguliire
Transformationsmatrix S E C™ existiert, so dass folgendes gilt:

d 0 0
S'AS =D :=diag(dy,....,d)= |0 d, 0O
0 0 d,
EW und EV der Diagonalmatrix D:
d —A 0 0
dettD-AlL,)=| O d,— A 0 = (d;-A) - (da-A) -...r (dp-A) =0
0 0 d -2

Die EW von D = diag(dy,..., d,) sind Ai=d; i=1,...n
Der EV zu A; = d; ist x = ¢; (Einheitsvektor)

Riickschluss auf EW und EV von A:
Es gilti D-e; = Ae; mit A;=d;
S'ASei=hiei  |-S(...)
g ASei = XiSei
> AXi = ixi mit x; = Se; = i-ter Spaltenvektor von S|
dass heiBt: x; EV zu A X; # Oy, sonst wire 0 = Se; 2 det(S) =0

—>die Diagonalelemente von D sind die EW A; von A die Spaltenvektoren von S sind die EV\
X; ZUu A

Satz 4.30.:

(a) A e R™"ist diagonalisierbar genau dann, wenn A n linear unabhingige EV hat

(b) Die EV xi,..., Xk zu paarweise verschiedenen EW Ay,..., A linear unabhiingig sind

(c) Jede Matrix A € R™ mit n verschiedenen EW A, ist diagonalisierbar

Anwendung der Diagonalisierung im Differentialgleichungssystem:

Aufgabe: Finde einen Vektor aus n Funktionen:  x(t) = (x;(t),..., Xa(t)) als Losung des
folgenden DGL-Systems: x(t) = Ax(t)

Idee: transformiere auf ein einfacheres DGL-System (Voraussetzung: A
diagonalisierbar)

> SD=AS >

x(t) = SDS'x(¢t) 1-S71C..)
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v, () d 0
Sx®=pSx®) © JO=Dyveo | i [=]0 4
yao oo =0 Y, (1) 0 0
Symmetrische Matrizen A = A"
Im Allgemeinen sind die EW und EV einer reellen Matrix A komplex (siche Ubung)
Bemerkung: Im Fall einer komplexen Matrix A € C™" ersetze A" durch A* = A" und
wSymmetrisch® durch ,,hermitisch* (dass hei3t A = A*)
Satz 4.31.: Sei A € R™" symmetrisch, dass heift A = A”, dann gilt:
(a) alle EW A; von A sind reell
(b) EV zu verschiedenen EW sind orthogonal
(xi, xj) = 0 falls Aj#A; => sie sind auch linear unabhingig
(¢) 3 reelle Diagonalisierung 3D, Q € R™ mit D = Q"AQ, Q = Q] Formel 4.39

At...0
wobei: D = 01 A ,LM=EWvonA, Q= Xxi,.,X,,Xi=EVzuEW A;von A

v, (1)

LSS}

0
0 :
d Y, (@)

wobei ||x1|| =1 (normlert) (xi, X)) =0 Vi 1 # j (orthogonal)
Bemerkung: Q Q heif3t QT *Q=1,=Q* Q dass heif3t Q ist orthogonale Matrix, dass
heift fiir die Spaltenvektoren x; von Q gilt:

(X, X}) =0 = {1 1 J dass heift x bilden ONS des R"

Anwendung bei Untersuchung von quadratischen Formen:

»quadratische Form*: ist eine spezielle Abbildung, die jedem Vektor x € R" eine Zahl

q(x) € R zuordnet mit ‘q(x) = X' AX mit A=(aj)mn € R(“’“)‘ Formel 4.40
- treten in der Extremwerttheorie auf

Komponentenweise Darstellung von q(x):

Sei x = (Xi,..., Xn), dann gilt

q(x) = x"(Ax) = Zx<Ax> —Zx@a,]xj) > lqx) = Za,] XX, Formel 4.41

i,j=1

Definition 4.32.: Eine Matrix A € R ™" heiBt

,»POsitiv definit, wenn q(x) = X'Ax >0 Vxe R"\ {0}

negativ definit”, wenn q(x) =x'Ax<0  Vxe R"\ {0}
indefinit, wenn g(x) = x' Ax positive und negative Werte annimmt

Wann ist eine symmetrische Matrix positiv definit? (,,A ist s.p.d. Matrix*)

Idee: Diagonalisierung, dass heiBt 3 orthogonale Matrix Q (dass heift Q'Q = QQ" =I,)) mit
Q'AQ =D = diag(Ai,..., Aa) > AQ =QD

> A=QDQ" = q(x) =x'QDQ"x = x'Q)D(Q"x) = (Q"x)'DQ"x) =y'Dy  (seiy :=Qx")

> q(x) =y Dy = ZD,,y,y, ZDy,z—Zﬂy,

i,j=1

. x#02>y# 0/, denn wire: y=0=Q'x |Q] > Q0=0=x
. analog gilt: y#0 > x # 0 dass heift g(x) >0 Vx£0 < gx)= Y. 4y2 >0V x

i=1
Satz 4.33.: Eine symmetrische Matrix A € R™ ist
,positiv definit*, genau dann wenn alle EW A von A positiv sind
,negativ definit*, genau dann wenn alle EW A von A negativ sind

indefinit“, genau dann wenn 3 EW A; > 0 und EW ;<0 man kann zeigen:
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Satz 4.34.: Eine symmetrische Matrix A € R™ mit A = (@ij)(n,n) 18t positiv definit, genau

dann wenn fiir alle sogenannten ,,Hauptmatrizen* Hy, (k = 1,..., n) mit H; = (a;;), H, = |a;y,

a2, @1, 4|, -, Hy = [a11..awds. Ho = Ja...am| = A gilt, dass det(H) >0 Vk=1,..,1
Formel 4.42

Die Jordan’sche Normalform
Im allgemeinen Fall A # A" kann A nur in abgeschwiichter Form diagonalisiert werden
Definition 4.35.:

e C™ im Fall m > 2 und J;(}) := () heiBt
Jordan-Kasten der GroBBe m zu A

Die Matrix J,(A) :=

o o N
o N o~
N

Satz 4.36.: (Jordan, 1870)
Jede Matrix A € C™" kann auf Jordan’sche Normalform J transferiert werden, dass heif3t 3
regulire Transformationsmatrix T € C™, so dass

I 4) 0 0
T'AT=J= 0 g, 4,) 0 = blockdiag(Jmi(M), Jm2(X2),- - .y Jmr(Ar))
0 0 I 1)
wobei Ai,..., A, Eigenwerte von A sind (nicht notwendig verschieden!)

undm;+mp +...+m,=n
Bemerkung: Falls alle mj =1 (i = 1,..., r), so ist ] = D = diag(A,,..., A:= A,) Diagonalisierung
von A

Genauere Beschreibung von J:
° seien Aj,..., Ax die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit
a();) = algebraische Vielfachheit der EW A\
g(%;) = geometrische Vielfachheit der EW %;  (dim(Kern(A - Aily))
o dann gibt es g(A;)-viele Jordan-Késten zu A;:
Bezeichnung: Jnj(“)(ki) mit j = 1,..., g\)
° dass heilit zu jedem der g(A;)-vielen linear unabhingigen EV Xj(i), j=1,..., g(A), gibt es
einen Jordan-Kasten Jnj(“) (A) der GroBe ni(“) zum EW A, von A mit Ilj(n) > 1 und
‘nl(i) + n2(i) +...+ Ny W~ a(?»i)| falls: ‘g(ki) =a(\M) Vk =1,..., ] so folgt:
nj(i) =1Vj=1,.,g\),Vi=1,.,k - A ist diagonalisierbar

allgemeine gilt also:
g(l) viele Jordan-Kisten &  g() viele Jordan-Kiisten X
Bemerkung: die Spalten von T sind entsprechend zum Jordan-Kasten J nj(l)(}\,i) Ketten von

Hauptvektoren zum EW 2; beginnend mit dem EV Xj(i)
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5. Konvergenz von Folgen und Reihen
5.1. Folgen

Definition 5.1.: eine ,,reelle (bzw. komplexe) Zahlenfolge* (a,)nen ist €ine Abbildung, die
jedem Index n € N ein Folgenglied a, € R (bzw. a, € C) zuordnet n = a,

Beispiel: a, = 2 3n S € R (reelle Zahlenfolge)
+n
n= dn=2 —i n € C (komplexe Zahlenfolge)
3+n S5+n

rekursiv definierte Folge:

ar=1,a, = %an +i - dient zur Berechnung von \/5
a

n

Definition 5.2.: Eine Zahlenfolge (an)nen ,.konvergiert gegen einen Grenzwert g, in Zeichen:

, wenn “v’s < 0 3 Indexschranke Noy(e): |a, - g| <& Vn > Ny(¢)

= Abstand von a, zu g Formel 5.1

Eine Folge (an)nen heilt , konvergent*, wenn ein Grenzwert g existiert mit ;
ansonsten heilt sie ,,divergent*

In R:

In C:

_2n+7 2+Is0
n+2 1+% >0

Beispiel: a, Vermutung g = lim a, = 2

Nachweis von 5.1.: Sei € > 0 beliebig vorgegeben; Ziel: zeige: |a, — 2| < € Vn > Ny(¢)

a _2|_|2n+7_2_|2n+7—2n—4|_| 31 3
| n+2 - n+2 Cn+2| n+2
T | | n+2]
la, — 2| <& & <g & i<n No(s)::i<n
n+2 E-2 E-2

Bemerkung: die logische ,,Richtung «* ist ausreichend.
Nachteile der Definition 5.1.:

. Man muss g schon kennen (ist z. B. bei Ndherungsverfahren nicht so!)
. Nachweis ist oft aufwendig
Einen Ausweg liefern: Konvergenzkriterien fiir Folgen:

Satz 5.3.: Eine reelle oder komplexe Zahlenfolge (a,)nen ist konvergent genau dann wenn sie
eine ,,Cauchy-Folge* ist. Dass heif3t.

Ve > 0 3 Indexschranke No(): |ay — g <& Vn > No(e) Formel 5.2
Dass heif3t: Folge a, zieht sich in sich zusammen (wichtig fiir Ndherungsverfahren)

Satz 5.4.: Eine komplexe Zahl (a,)nen mit , wobel X,, yn € R, kovergiert genau
dann, wenn Realteilfolge (x,)nenwund die Imaginérteilfolge (yn)nen konvergent sind. Es gilt
dann: g= lim a, =1lim X, + 1(lim y,)

=Re(g) =Im(g)
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Monotone beschrinkte Folgen:

Definition 5.5.: Die Folge (an)nen , an € R, heillt ,,beschrdinkt, wenn:
J Konstante M: |a,| <M Vne N

,.;monoton wachsend'‘, wenn a, < an4

,.,;monoton fallend‘, wenn a, > an.

Satz 5.6.: Jede beschrinkte, reelle Folge (a,)ncry, die monoton verléuft, ist konvergent.
//Am Grenzwert/Maximum tritt eine Hiufung auf
Beispiel: a, = (1 +1/n)" ist beschrinkt (z.B. mit M = 3) und monoton wachsend.

Satz 5.7.: (Grenzwertsiitze)

Seien (ap)new > (bn)nenw konvergente (reelle oder komplexe) Folgen von Zahlen mit ja = lim a,
und b = lim by, dann gilt: ‘lim((x-an + B-by) =lim(a-a+ B-b) Va,B e C, ‘lim(an -by)=a-b
lim(a, / by) =a /b falls b # 0)

>

Beispicl: lig SET2PHL _ L 642+ 6
DeISpiel. %%7113_,_3112_5 B rll%74-%—% 7

Definition 5.8.: (,,uneigentliche Grenzwerte + )
lima,=+oc,wenn VK>0 INyK):a,2K Vn>NyK)
lima,=—o,wenn VK>0 INyK):a,<K Vn>NyK)

Modifikation der Grenzwertsétze fiir + co:
Seia=lima,=+0o undb =Ilim b,dann ist Satz 5.7. zu ersetzen:

+ oo, falls 0. > 0 A+ o0)b = + oo, falls b >0
—oo, fallsa < 0 —oo, fallsb< 0

o-a + B-b = b/ +00:=0

Beachte: “unbestimmte Ausdriicke” der Form oo — oo, co/oo, 0/0, 0-c0 erlauben nicht die
Anwendung der Grenzwerte.
Beispiel: ,,00 — o Idee: erzeuge einen Bruch

(\/n2+n—\/n2+1)-(\/n2+n +\/n2+1)
Jn2+n++n2+1

A, =Jn2+n—-n2+1=

(n2+n)—(n%2+1) 1-1 1 ) 1-0 1
= = 1 :—éhn%anz =—

Jn2+n+4n2+l 144+ \1-L 2 VI+0+4/1-0 2
5.2. Reihen:

Motivation: ein Ziel wire zum Beispiel: eine Funktion f(x) immer besser durch Polynome
darzustellen: f(x)= chxk = p,(x) Polynom n-ten Grades

k=0
Was passiert fiir n = o0?
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Definition 5.9.:

- Unter einer ,,Reihe’ Zak (mit ay € C) versteht man eine ,,Partialsummenfolge* (Sy) nen
k=0

mit S,:= Zak
k=0

- Die Reihe Zak hei3t ,,konvergent*, wenn (s,) nen €inen Grenzwert s hat, dass heif3t:
k=0

dse C:s=lims,=1lim (Zak ) man schreibt: s =) ax
n>o n—)ak:()

- eine nicht konvergente Matrix heil3t ,.divergent*

- eine Reihe Zak heift ,,absolut konvergent*, wenn die Reihe Z|ak| konvergent ist.
k=0 k=0

- unter Zak versteht man die Reihe Zak mit a, ;=0 firk=0,..., ko—1
k=k, k=0

Beispiel: ,.geometrische Reihe*  » g" mitqe C

k=0
oo n+l
bekannt ist die Formel s, = qu = 11# firg#1 > s=lims, = 1 ! falls |q| < 1
k=0 —-q -
im Fall |g| > 1 ist s, unbeschriankt = (s,) ist divergent
Zusammenfassung: s = qu = 1 ! fiir |q| < 1| fiir|gl =1 1st qu divergent Formel 5.3
k=0 —-q k=0

Satz 5.10.: (Konvergenz-Kriterien)

(a) notwendiges Konvergenzkriterium (KK): Zak ist konvergent, lim ay = 0
k=0

dass heifst wenn lim ax # 0, so ist die Zak divergent
k=0

(b) absolut konvergent > konvregent:

i|ak| konvergent = iak konvergent
k=0 k=0

(c) Quotienten-Kriterium: Annahme: zu Zak existiert der Grenzwert q =
k=0

|ak +1|

a,]
dann gilt: q < 1 = Reihe ist absolut konvergent, damit auch konvergent
g > 1 = Reihe ist divergent
q =1 = keine Aussage mit Quotientenkriterium moglich
(d) Leibnitz-Kriterium fiir alternierende Reihen:
Voraussetzung:

lim

- alternierende reelle Reihe Zak = Z(—l)k b, mitb, =0

k=0 k=0

- (by)ken sei monoton fallend (dass heiB3t by, < by Vk) und Nullfolge (dass heif3t lim by = 0)

Behauptung: z (-D* b, 1st konvergent

k=0
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(e) WurzelKkriterium:
Gilt fiir die Glieder einer Reihe ab einem bestimmten Index ng

n-4la,l <1 Vn2=ny-> Reihe konvergent

a, >1 ¥n2ny-> Reihe divvergent

Bemerkung zum Beweis:

Zu (a): Folge der Partialsummen (s,) mit s, = Zak muss konvergent sein
k=0

—> (sp) ist Cauchy-Folge
dass hei3t Ve > 0 3 No(€): |Sh - Sm| <€  Vm, n > Ny(g)
n n—1
Spezielle Wahl: m :=n— 1> Ny(¢) : |sp — sp-1] < Z|ak| - Z|ak| =lag| <e 2> lima,=0

k=0 k=0

—> (sp) ist Cauchs-Folge = (s,) konvergent - Reihe ) ay konvergent

n n n m
Q< Yla|=2 fa=2 o=,
k=m+1 k=m+1 k=0 k=0

(sn) ist Cauchy-Folge = (s,) konvergent < Reihe ) ax konvergent

Zu (c): Seijg < 1

ea_{l q. q}gllt(q £,q+8<(0,1)

Zu(b):n>m |Sy - Sm| =

5, <€

auBerdem q; :=q+¢e<1 = lim |ag|/Jax] = 3 No(e) : |lakeil/]ax] £ g Vk > ko > No(e)
> |ag1| < qelag
2 |ay| < gelar1] < g2 lakal < ... < g akml Vk mit k-m > kg k>ko+m

ist monoton wachsend > (5,) konvergent=> (s,) mit s,:= Zak
k=0

n
Ziel: sei s := Z|ak ,
k=0

n ko n
5= Dl =2l + 2la

k=0 k=0 k=k,
=G = ‘ak ‘+qs ' ako‘+q€2"ako‘+"'+q€n_ko ' ako‘
oy = ‘ak . . )
‘ak ‘qu ‘ako ‘z q, = . “| gilt Vn und ist endlich
Jj=0 - qg
Fall : man zeigt: lim a 7& 0
Beispiel:
co uotienten-Kriterium liefert q = 1
a Z G0 To0k2+ 3 100k2 + Q 4=
1—k2 0-1 -1 1
hma —hm cos —— ) =cos(0) - =1- =— 0
‘ (cosGo) I Coor+3” =9 1050~ 100~ 100

—> Reihe ist divergent
. Zk +1- ¥ wobei z € C Parameter
k=0

q=limw i | FD24L A "z
kK2+1  k+1! ‘Zk‘

k+1
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k+1
124 L D z
—l w(1+k) 1+k2. (1 2 k) ‘ - — I}gnlL‘Zk‘:‘Zk‘th:O <1
1+5 (120 k-(k+1) ‘Z‘ “1 k+1 k+1
> Vze C giltq=0<1 - Reihe ist absolut konvergent Vz € C
AR o
zﬂ ist alternierende Reihe )" (=1) - b, mit by = 1
ok k=1 k
- bxist Nullfolge - by ist monoton fallend, dann by,; = ﬁ <by= %
+
- Reihe ist konvergent
Satz 5.11.: (Vergleichskriterien)
(a) Majoranten-Kriterium
Voraussetzung: 3 konvergente Majorante ZM . zur Reihe Zak , dass heif3t:
k=k, k=k,
- lag| £ Mg Vk 2 kg (ko ist frei wihlbar, aber fest)
- z M, ist konvergent
k=k,
Behauptung: z a, st absolut konvergent
k=k,
(b) Minoranten-Kriterium
Voraussetzung:
- z hat reelle positive Glieder ax
k=0
- 3 divergente Minorante ka zu Zak , dass heif3t
k=k, k=k,
- 0< my < g vk > k()
- Z m, ist divergent
k=ky
Behauptung: Reihe Zak ist divergent
k=k,
oft verwendete Majoranten/Minoranten sind:
SRS ot Kpnvergentﬂfﬁr p > 1 (als Majorante nutzbar) Formel 5.4
=k’ Divergent fiir p < 1 (als Minorante nutzbar)
Bemerkung: die Reihe fiir p = 1 hei3t harmonische Reihe und ist divergent, denn:
Zl =1+ 12+ 1/3 +..
i k
Beispiel:
o~ 1\k .12
ZM-COS(k—ﬂ-x) ,xe R
= 1+2k
- Quotienten-Kriterium liefert q = 1 //grob gekiirzt kommt p = 2 raus - Majorante
Konstruktion einer Majorante:
(=" k2 k? k? 1
= ———Fcos(k-7-x)< < = =M
= e T S e S e T e M
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=1
ax = Z— ist konvergente Majorante = Reihe ist konvergent Vx € R
o 2k?

Satz 5.12.: (Rechnen mit Reihen)
Linearkombination:

Seien Zak und Zbk konvergent, a, B € C > Z((Z -a, + 3-b,)ist konvergent und es gilt:
k=0

k=0 k=0

Z(O!-ak+,5-bk)= aZak+,B-Zbk Formel 5.5
k=0 k=0 k=0

Produkt:

Seien Zak und Zbk absolut konvergent
k=0 k=0

- Cauchy’sche Produktformel:

[;akj' (;bkj = i(i(% 'bn_k)} Formel 5.6

n=0\_k=0
konkret: aobo <n=0
+ agb; + a;bg <n=1
+aby+abi+aby €n=2
+ ...
Beispiel:
0 1 k) ( ad 1 kj - 1 n
— .5 —-y |=..5.6)...= ) —-(x+y)
(,Z; k! ;k! ;”’
=e" =¢ =
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6. Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion

Gegeben: Intervall I, Punkta € 1
Funktion f: I'\{a}

Gesucht: Verhalten von f(x) an der Stelle a
. x2—4 . ..
Beispiel: f(x)= . ,I=(1,0) a=2 - f(2) ist nicht definiert
x2—2x

Definition 6.1.:

® f(x) hat an der Stelle a den ,,rechisseitigen Grenzwert g,* in Zeichen: lim f(x) = g, ,
wenn fiir jede Folge (Xp)n e v aus I mit him Xp = al@ |a <Xn Vn € N gilt: lim f(x,) = g,

e f(x) hat an der Stelle a den ,,linkssezx';i;en Grenzwert g.*“ in Zeichen: l%g} fozx) =g,

wenn fiir jede Folge (Xy)n e v aus I mit |lim Xn = alm |xn <aVne N gilt: lim f(x,) = g

® f(x) hat an der Stelle a den ,,Grenzwert g* lim f(x) = g, wenn gilt: ‘lirr}_ f(x) = li{g f(x) = g‘
Bemerkung: Definition 6.1. gilt sinngemdB auch fiir die Félle a = 200 und g = +o0

Grenzwertsiitze zur Berechnung der Grenzwerte
Voraussetzung: es existieren die Grenzwerte lim f;(x) = g; und lim f>(x) = g,
Behauptung: dann gilt mit beliebigen oy, on € R
- lim o fi(x) + 0oB(X)) = ar-gr + 022
- im0 - B} = g1 - g
- . lim f;(x)/f2(x) = g1/g2 , falls g2 #0

x>
—> es gilt auch sinngemal fiir die eindeutigen Grenzwerte

b

Beispiele:
x2—4 x+2)-(x—-2) x+2
o= _(x+2)-(x-2) _
x2—-2x x(x—2) X
aus lim x = 2 folgt nach Grenzwertsatz lim f(x) = lim X2 = izz =2

f(x) = il 1=(0,4)a=1,,Polstelle"
o

lienll f(x) = +oo 111;} f(x) = —o0
f(x) =sin(2) ,I1=(-1,1),a=0
1. Folge: Xp:=1m>a=0 liggcxn:a:O

f(x,) = sin(n/(1/n)) = sin(n-w) =0 > lim f(x,) =0
2. Folge: X, =1/2n+%)>a=0 limx,"=a=0
f(x,") = sin((2n + Y2)- ©) = sin(2nn + 1/2) = sin(n/2) > lim f(x,") = 1

—> der rechtsseitige Grenzwert existiert nicht!!!
Bemerkung: analog fiir lixr%r%if(x)

Definition 6.2.:

e Seil e R ein Intervall und x € I eine spezielle Stelle. Eine Funktion f: I = R heift
Stetig in xp*,  wenn 11g1 f(x) = f(x0) (Grenzwert = Funktionswert)
Stetig: g. = f(Xo) = g+
Ist xo ein Randpunkt von I, so ist der entsprechende einseitige Grenzwert zu nehmen.
e Die Funktion f: I 2> R heif3t ,,stetig auf I'‘, wenn sie fiir jedes xo € I stetig in Xy ist.
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e Stetige Funktionen haben keine Liicken oder Spriinge.
Beispiele fiir Unstetigkeiten:

. Sprung: 0.5 0. 1)
DL X€E U, _
f(x) ist eindeutig in xo = 1, da lixr_)r}_f(x) =0,5 # lim f(x) = 1 = (o)
. Ungedédmpfte Oszillation:
sin(n/x) ; x € 1\{0
foo = ( S xE O]

f(x) unstetig in xo = 0, da lim f(x) nicht existiert  //Stetigkeit: Grenzwert = Funktionswert
Stetigkeit von Elementarfunktionen

________ } Stetig in allen xp € R

p(x) _a,x"+..+a,

d rationale Funktionen: f(x) = - stetig in allen xp € R mit q(xo) # 0
q(x) bx" +..+b,

° tan(x), cot(x), In(x), x" (p € (0, 1)) = stetig auf ihrem Definitionsbereich

° Umkehrfunktionen: arcsin(x), arctan(x),... = stetig auf ihrem Definitionsbereich

Eine Verkniipfung stetiger Funktionen ist wieder stetig
a) seien f(x), g(x) stetig in xo =2 f(x) + g(x); f(x)-g(x); f(x)/g(x) mit g(x) #0
sind auch stetig in X
b) h(x) = f(g(x)) ist stetig in X, wenn;
® g(x) ist stetig in Xo
e f(x) ist stetig auf dem Intervall I mit g(xo) € I (dass hei3t: f(x) ist stetig in g(Xo))
Beispiel:

h(x)=1In|1+ 2(€x - x] = f(2(x)), wobei f(x) = In(x)

x2+1
= g(x)
gx)=1+2 S I ist nach (a) stetig in allen xg € R
x2+1

f(x) = In(x) stetig in [ = (0, ) 2 g(x¢) € [ Vxo € R

Eigenschaften stetiger Funktionen:
Satz 6.3.: Voraussetzung:
° I =[a, b] abgeschlossenes und beschrinktes Intervall [kompakt]
o f: 1> Rstetig auf |
Behauptung:
(a) f(x) ist beschriinkt auf I = [a, b], dass hei3t: 3 Konstante K : [f(x)| £ K Vx( € [a, b]
(b) Maximum und Minimum von f(x) werden angenommen, dass heif3t:

3 Xmin, Xmax € [a, b], so dass

f(Xmin) = min X € [a, b] f(x) und f(Xmax) = max x € [a, b] f(x)

(c) Zwischenwertsatz: jeder Wert ¢ zwischen dem Min und Max von f(x) wird
angenommen, dass heiBit: Vc € [f(Xmin), f(Xmax)] 3 Xo € [a, b] mit f(xp) =c
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Bemerkung: Die Voraussetzung konnen im allgemeinen nicht abgeschwicht werden. Beispiel
siche Ubungsaufgaben

Folgerung:

Voraussetzung:

. f stetig auf [a,
. f(a) - f(b) <O
. dies ist die Grundlage des folgenden “Bischtiansverfahren”:

Ziel: berechne Intervallschachtelung fiir Nullstellen x*

[ag, bo] > [a1, bi] >... > [ay, by] //Intervalllingen halbieren sich von Intervall zu Intervall

?9 d Nullstellen: x*(a, b) mit f(x*) =0

Start: finde [ag, bg] mit f(ag) - f(by) < O
k2> k+1: setze Xy := (ak + bk)/2 € [ag,by]
Wg = f(Xk)

wenn (|wi| < Toleranz) dann

[ak, xx] wenn f(ay) - w <0
sonst [ake.biet] 1= { [x,, by] wenn wy - f(by) <0

Fehlerabschiitzung: [xx — x*| < (b — ay) < (¥2)**' - (by — ag)
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7. Differentialrechnung fiir Funktionen in einer Variablen

7.1.: Differenzierbarkeit:

Differenzierbarkeit:
Af _fx)—fx) _
Vi —— . = tan (a(x))

- Anstieg der Sekante durch (xo, f(xo)) und (x, f(x))
-> Ansteig der Tangente = tan (o)

Definition 7.1.:

° Eine Funktion f : (a, b)=> R heilt , differenzierbar in xy € (a, b)**, wenn folgender
Grenzwert existiert und endlich ist:
£ (x0) o= lign LTS C0) _yp T H hz mPACTY Formel 7.1
’ X—X,

° f(x) heiBt “differenzierbar auf (a, b)”, wenn sie differenzierbar ist in jedem Punkt

Xo € (a, b). die Abbildung [x = f'(x)| heifit ,,Ableitung von f(x)
° den Ubergang von f(x) = f'(x) nennt man , differenzieren*

Schreibweisen sind: f7(x) = df (x) =i- f(x)
dx dx
° unter der ,,links-,, bzw. ,,rechtsseitigen Ableitung* f'(xo—) bzw. f"(Xo+) versteht man
die einseitigen Grenzwerte:
f'(xo%) = li_;n+M =1l +f(x0 +h)— f(x) Formel 7.2
X2 Xot x— xo X2 Xox h
Beispiel:  f(x) = [x],
=fof . —x

x=0 0 =lip "=l =iy

=-1
X
f(x) ist differenzierbar in xo = 0, da linksseitig GW # rechtsseitiger GW aber die links- und

rechtsseitigen Ableitung existiert

geometrischen Bedeutung der Ableitung:

Tangente an die Kurve |y = f(x)

im Punkt P = (x¢, f(X¢) hat den

Anstieg tan ap = "(Xo)

> ly = f(x0) + £(x0)-(x = X0) Formel 7.3
Tangentengleichung

- f(x) muss stetig sein in Xo lim f(x) = f(Xo)
- linksseitige Ableitung = rechtsseitige Ableitung, dass hei3t f(x) hat keinen ,,Knick*
oder ,,Spitze*
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7.2. Differentiationsregeln:

Ableitungen wichtiger Grundfunktionen:

f(x) = ¢ = const. f'x)=0 Formel 7.
f(x) = x° f(x) = p-x*! firpe R

f(x)=¢" f'(x) ="

f(x)=Inx f'(x)=1/x

f(x) = sin x f’(x) = cos x

f(x) = cos x f'(x) = —sin x

Satz 7.2.: (Ableitung zusammengesetzter Funktionen)

° seien u(x), v(x) differenzierbare Funktionen

. dann gilt: (c-u(x))” =cu’(x) (u(x) + v(x)) ' =u’(x) + v'(x)
(ux) - v(x)) " =u’(x) - v(x) + u(x) - V,(X)‘ Produktregel

(uEx; j,: u'(x) - v(x) = v'(x) - u(x) Quotientenregel (v(x) £ 0)
V(X

(v(x))?
u(v(x)) =u’(v(x)) - v(x)"=(du/dz) - (dz / dx) Kettenregel

dulere Ableitung innere Ableitung

Beispiel 1:
Polynom : p(x) = 5x° = 2x° +3x + 7 = p’(x) = 155" — 4x + 3
Beispiel 2:
3 _
Rat. Funktion : r(x) = X 2x
x2+1
2_2)-(x2 —(x3— (=
F(x) = 3(x2—=2)- (x2+1) — (x3—2x) - (—2x)
(x2+1)2
Beispiel 3:
(tan x)” = (smxj ,_ COSX-COSX—sInx-sinx _ 1 ~1 + [tan xP
cos x cos2x cos2x
Beispiel 4:
f(x) = Vx* —3x2+5x = (x* - 3x2+ 5x)%
4x3—6x+5

20w = L4 _ Ry2 -5 3_ — oy, AT OATI
f'(x) = Ya(x" — 3x2 + 5x) 4x3-6x+5)= 4 3215y
Beispiel 5:
f(x) = 2 sin?(3x + 1) = u(sin(3x + 1)) mit u(z) = 2z2
f'(x)=4sin(3x+ 1) - (sin(B3x + 1)) =4 sin(3x+ 1) - cos(3x + 1) - 3
=12sin(3x+ 1) - cos(3x + 1)

Logarithmische Differentiation:
Ziel: differenzieren Funktionen der Art (f(x) = (p(x))™™® |In ...
Weg: 1) Logarithmieren: In f(x) = q(x) - In p(x)
2) linke und rechte Seine nach x ableiten / differenzieren
3) nach f(x) umstellen
Beispiel:  f(x) = (cos x)™"* |In
In f(x) = sin x - In (cos X)

1/f(x) - f(x) = cos x - In (cos X) + sin X -
u'(x) v(x) ux)  cosx

. 1 2
=2 £(x) = (cos x)™* - (cos x - In (cos Xx) — SI7Y

COSXx
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Ableitung von Umkehrfunktionen:
g: D 2 W heilt ,,Umkehrfunktion* der Funktion f: W = D, wenn f(g(x)) = x
gfx))=x Vxe W
Beispiel 1:
gx)=Inx D=(0, 00), W = (-00,0)
ist Umkehrfunktion zu f(x) = e* f: W > D
y=ejok=Inyx=Ine

Beispiel 2:
f(x)=sinx  g(x) =arcsin x
g:D:i=[-1,1] 2 W = [-7/2, n/2]
f: We=[-n/2, /2] 2 D=[-1, 1]
‘y = sin x‘ > ‘x = arcsin y| > |x arcsin(sin X)‘

Existenz und Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion
Voraussetzung:
° f: W 2 D sei differenzierbar auf W
. f'x)>0Vxe W oder f'(x)<0Vxe W dass hei3it f'(x) #0

f(x) monoton wachsend f(x) monoton falend

Vxe D und

Behauptung: es existiert eine Umkehrfunktion g: D = W und g ist differenzierbar

Ableitung von g:

flg(x))=x  |dx/d //[Formel zur Ableitung
1 der Umkehrfunktion
flgx)gx)=1 2gx)=—"—
f(g(x))
Beispiel:
g(x)=arcsinx, 2 f(x)=sinx 2 f'(x)=cosx 2 g'(x) = ;
cos(arcsin x)

Ziel: stelle (cos y) dar durch sin y = sin(arcsin X) = x

es gilt: cos y = \/1 —(siny)? = J1-2x2 - |(arcsin x)” =

—x2

Hohere Ableitungen: ...werden rekursiv definiert: f@(x) ={"(x) = (f"(x))”
(k + 1). Ableitung: f**V(x) = (f¥(x))"

7.3. Lokales Maximum und Minimum einer Funktion:

Definition 7.3.: Eine Funktion f: D = R hat in einem Punkt xo € D ein
o globales Maximum', wenn f(x) < f(xo) Vx € D
e  olobales Minimum‘, wenn f(x) = f(xo) Vx € D
o lokales Maximum', wenn f(x) < f(xg) Vx € 1
o lokales Minimum®, wenn f(x) > f(xo) Vx € 1
wobei I = (xg — €, X + €) ein hinreichend kleines Intervall um X ist.
Unter ,,Extremum‘ versteht man ein Maximum oder Minimum

Satz 7.4.: (notwendiges Kriterium fiir einen lokalen Extremwert)
° f: [a, b] = R sei differenzierbar im inneren Punkt xo € (a, b)
° f(x) hat in x¢ ein lokales Extremum - f'(xo) =0

Beweis: (fiir lokale Maxima)
. es existiert I = (xo— €, Xo + &) € [a, b] mit[f(x) — f(xo)) <0 Vx €

Formel 7.5
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5 FO)= ()

X=X,

{= 0 fiir Vx < x¢; <0 fiir Vx > x¢}

> f(xo) = 1};130,—10 D =) 5 0 und £( x0) = 1iX13;1X0+—f W=/ )
X=X, X=X,
2 (x0)=0
° Punkte x¢ € (a, b) mit heillen ,,stationdire Punkte*, sie sind ,,verddichtige
Punkte** (Kandidaten) fiir lokale Extrema, miissen aber keine Extremstellen sein.
Beispiel: f(x) = x3> f'(x) = 3x2
- Nullstellen sind: xog =0
(ist keine Extremstelle)

Kandidaten fiir globale Extrema von f: [a, b] = R sind:

° Alle stationiren Punkte x, € (a, b) mit f"(xx) = O
o Randpunkte a, b
° Punkte xi, wo f(x) nicht differenzierbar ist

7.4. Der Mittelwert und seine Anwendungen:

Satz 7.5.: (Mittelwertsatz)

Voraussetzung:
° f(x) ist stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]
° f(x) ist differenzierbar auf dem offenen Intervall (a, b)
Behauptung: es existiert eine Stelle xo € (a, b)
it LO=F@ _ e
(b—-a)
Sekantenanstieg Tangentenanstieg

Beweis: wir definieren die Hilfsfunktion:
0(x) = 00  [fa) + LI )
(b-a)
= 1(x)

¢(x) ist stetig auf [a, b] = globales Maximum und globales Minimum werden angenommen:
Fall 1: ¢(x) =0 Vx € [a, b] 2 3Ixp € (a, b) mit ¢"(x) =0
Fall 2: 3x; € (a, b) mit p(x;) > 0, Ixo € [a, b] mit [p"(x¢) = max x € [a, b] e(x) = ¢"(x)) > 0)

= Xo € [a,b] dap(a) =p(b)=0

30’ (xo) >
Fall 3: 3x; € (a,b): " (x0) <0 > Ixp € (a,b) : 9" (x0) =0

¢ (x0) =1"(x0) — {0 + M -1} =0 > Beweis
(b—a)

Satz 7.6.: (verallgemeinerter Mittelwertsatz)

Voraussetzung:

. f(x), g(x) stetig auf [a, b]

. f(x), g(x) differenzierbar auf (a, b)

. g'(x)#0Vx e (a,b)

Behauptung: es 3xp € (a, b) mit (f(b — f(a)/(g(b — g(a) = £ (X0)/g"(X0)
Spezialfall:  g(x) = x liefert Mittelwertsatz

Beweisidee: nutze die Hilfsfunktion
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e(x) = f(x) — g(x) - {M} - o¢(a) = ¢(b) nutze MWS
g(b)—g(a)

@(b) — ¢(a)

Ixo € (a, b), =0=0¢"(x0)

1. Anwendung: (Regel von 1’Hospital)

nach dem Marquie de I’Hospital (1661 — 1704)

Satz 7.7.: (Regel von I’Hospital fiir Grenzwerttyp 0/0; co/x)
Voraussetzung:

° - Jim f(x) = 0 und lim g(x) = 0 oder bei Grenzwerte sind oo
° f(x), g(x) differenzierbar auf (a, b) \ {x¢} wobei xo € (a, b)
. g(x)#£0 V € (a,b)\ {xo}

IO S W
T g(x)

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert

Behauptung: lig’}(
" g(x)

Formel gilt sinngeméR auch fiir xo = +o0 und fiir einseitige Grenzwerte lim %
X% g X

Beweisidee fiir Typ 0/0:
F0)_FO=F00) _IC) s e s i SO g L€
g(x) g-glx) g7 Tree(x)  TMgE)

. . x3=3x-2=f(x)
Beispiel 1: L=1
glzx2+2x—8::g(x)

lim f(x) =1(2)=0 limgx)=g2)=0 > Typ0/0

9L—hg]2f() ligg3x2 2 2 3
g'(x) 2x-2 6 2
Beispiel 2: L =lim, & 1% =lig & L =jim & = L
A SOox Ut 2
Typ O/O Typ 0/0

Beispiel 3: L= hmxln Typ oo - 0 = umformen auf 0/0

XDty o xX—

>1>Inl1=0
1
_ mln()c+1)—1n()c—1) ClimXtl x—1
X2+ 0 % xgl;loo _ %1
— — 2
~lim(eay I D g 28 Jfalle lim x> oo
X2+ 0 xz_l x-)+ocx2_1
2. Anwendung: (Monotonieuntersuchung von f(x))
° sei f(x) auf [a, b] monoton wachsend, dass heif3t ‘f(xl) <f(xy) V X1 < X mit X1, X, € [a,

O
bei streng monoton wachsend ersetze ,,<* durch ,,<“, dass heif3t f(x;) < f(x2)

. nach dem Mittelwertsatz gilt fiir x; < X, (Voraussetzung: f differenzierbar)
xp € (X1, X2) mit (f(x2) — f(x1)) / (x2 = x1) = '(Xo)
dass heil3t f(x,) — f(x1) =" (xp) - X2 —x1) 2 0
also f(x1) < f00)| & f(x2) - f(x1) > 0} & [{'(x0) - (2= x1) 2 0/ & ' (x0) 2 0
wire f(xg) 20 VX € (a, b),so wire f(x) monoton wachsend

Satz 7.8.: (Monotonieverhalten)

Sei f(x) stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b), dann gilt:

f'(x) 20 Vx € (a, b) = fist monoton wachsend auf [a, b]
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f’(x) >0 Vx € (a, b) = fist streng monoton wachsend auf [a, b]
f'(x) <0 Vx € (a, b) = fist monoton fallend auf [a, b]

f’(x) <0 Vx € (a, b) = fist streng monoton fallend auf [a, b]
f’(x) =0 Vx € (a, b) =2 fist konstant auf [a, b]

Beispiel:  f(x) = 4x” — 5x* — 40x’
£/(x) = 20x* - 20x° — 120x*> > f'(x) = 20x*- (x> = x — 6)
> Vx#0[f(x) £ 0> lpx) # >0 = o(x)

Bestimme Nullstellen von o:

+

2

X1 =-2 X,=3

£/(x) = 20x> - @(x)

Nullstellen von f"(x) sind:

\xl = -2\ ‘Xz = 3\ ‘X3 = O\ stationdre Punkte

Vorzeichen von f'(x) Riickschluss auf Monotoniebereiche von f(x)

f(x) hat in x; = =2 ein lokales Maximum f(x) hat in x, = 3 ein lokales Minimum
hat in f"(x) an x = x, einen Vorzeichenwechsel mit f'(xx) = 0, so liegt in x = xi ein lokales
Extremum vor

7.5. Die Taylor-Entwicklung einer Funktion:

Ziel: approximiere eine gegebene Funktion f(x) in Umgebung eines ,,Entwicklungspunktes
X0 durch ein Polynom T, vom Grad < n, so dass f(x) = T}, + Ry(x), wobei |R,| klein fiir

VX e (X() — 8, Xo + 6)

Idee: bestimme T,(X) so, dass

Th(X0) = f(X0)
T.Yx0) =¥ (x0)  k=1,2,

Herleitung von Ty(x):

o geschickter Ansatz: Ty(X) = a9 + a;(X — X0) + a2(X — X0)” + ... + ay(X — X)"
° gesucht: ay, ay, ..., a, , so dass gilt:

Ta(x0) = ap = f(xo)

Ta’(X0) = a1 + 2ax(X — Xo) + 3a3(X — X0)* + ... . N-an(X — Xo)"™"

Ta'(x0) = a1 = f"(x0)

T (x0) = 223 + 6a3(X — X0) + ... . n-(n — 1) -an(x — Xo)™"

Ty (X0) = 22 = 7"(Xo)
Ta"(x0) =n-(n—1)-(n=2) -... -1-a,(x — x0)" "
Ty"(x0) = nl-a, = f "(xo)
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- ” n k
ao=fxg) ar= L0 o O &) 5 ST s o=
1! 2! n! k!
Satz 7.9.: (Taylorsche Satz)
Voraussetzung: alle Ableitungen f'(x), ..., f("“)(x) existieren auf (a, b) und sind dort stetig

Behaugtung' fiir das Taylorpolynom n-ten Grades Ty(x) zum Entwicklungspunkt xo € (a, b)

Ta(x) = Z f ®(x,)(x - x,) gilt die Restgliedformel nach Langraige

f(x) = Tn(X) + Ra(x) mit Ry(x) = L FUPE(x—x)"" E=Xo+v(X—X0) VE (a,b)

(n+1)!
wobei § = X + V(X — Xg) mitv € (0, 1) ein Zwischenpunkt zwischen X, und x ist.
Bemerkung: Es gibt weitere Restglieddarstellungen:

z.B.: Ry(x)= % j(x—t)" (@) dt

Ta(x) = f(x0) + £ (X0)(X — X0) + £ (X0)/2 - (X = X0)* + ... + £ (x0)/n! - (X = x0)"
Ti(x) =f(xg) + ' (X0)( X —Xg) =m-X +n
T, "(x) =1"(x0)
Beispiel: Bestimme Taylorpolynom Ty4(x) vom Grade < 4 zum Entwicklungspunkt xo = O fiir
f(x) = sin x

T4 =1(0)+1(0)+ —=

f/;(o) f;/;(o) . X3 . f4(0) ' X4
2

6 24
f(x)=sinx f(x)=cosx f7(x)=-sinx {7 (x)=-cosx f(4)(x) =sin X
f(0) = 0 f(0) =1 £7(0)=0 £ (0)=—1 f90)=0
T4—O+1x+9x +—lx+£ 4:—lx3+x
2 6 24 6

sin X = T4(x) + Ru(X)
R4(x) = %?)

- (X = Xp)

x0 =0, & =X + V(X — Xo)
R = 2.
[f(x) = Ta(x)| = [RaX)[ = | —=

// Fehler fqr X € [—l/z, 1]
Bemerkung: der Ubergang n = oo bei T4(x) fiihrt zur Taylorreihe

3 5y K2

X X j
T =x - 3v+§__' ,Z;( )(2 i+ 1)

Sie ist konvergent, falls lim Ry(x) = 0 dann sin x = Ty(x)

0055 X< sy = 0261 - 107
120

7.6. Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremwerte:

Sei xg € (a, b) stationdrer Punkt von f(x), dass heifit f'(xg) = 0
Taylorentwicklung n = 1, Entwicklungsstelle x,
f(x) = f(x0) + ' (Xp)(x = X0) + 7(§)/2 - (X — Xp)?
Ti(x)
f(x) = f(x0) = 7(E)/2 - (X = X0)
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1. Fall: f"(x¢) >0

wenn f7(x) stetig auf (a, b) I (xo—¢€, X+ &) mit {(x) >0 Vx e (Xo—¢€, Xo+ €)
f(x) — f(x0) = £7(&)/2 - (x —X0)2 =0 =2 f(x) > f(x9) lokales Minimum

2. Fall: f""(x0) <0

wenn f7(x) stetig auf (a, b) I (xo—¢€, X+ &) mit {7 (x) <0 Vx e (Xo—¢, Xo+ €)
f(x) — f(x0) <0 -2 f(x) < f(xp) lokales Maximum

3. Fall: f"(x0) =0

sei m = 3 die Nummer der ersten Ableitung, die ungleich Null ist, dass heif3t
=...=f"D(xg)=0 und ™ 0

m—1
Taylor-Entwicklung: f(x) = z; f (k)(xo)(x xO) + f ('”)(f)(x x)"
k=0
=2 (f(x) — f(x0) = i' FMEx—x,)" & zwischen x( und x
m!

o falls f™(x) stetig auf (a, b), so I >0
(hinreichend klein), so dass
Vorzeichen von f™(&) = Vorzeichen £™(xo)|
VEe (Xo—¢, X0+ €)

. sei m = 21 (gerade) und f™(x) > 0:

£(x) — f(x0) = i‘ FrE|x-x)]20Vxe (xo- x0+)
m!
-2 f(x) > f(x() =2 in x( lokales Minimum

J sei m = 21 und f™(x) < 0:
erhilt man f(x) — f(x¢) £ 0 = f(x) hat in X, ein lokales Maximum
° seim = 2I +1 (ungerade):

£(x) — f(x0) = — f“'”(f)[(x %) - x0)

m! Vorzeichen >0 Vx # Xo >0 Vx € (Xg, Xo + &)
wie f™(x) <0Vx e (Xo— &, Xo)
- Vorzeichen von f(x) — f(Xxo) ist unterschiedlich in (Xo, Xo + €) und (Xo — €, Xo)
- f(x¢) hat in x kein lokales Extremum!
Satz 7.10.: (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extremwerte)
Voraussetzung:
e (x) (bzw. f™(x)) existiere und sei stetig in (a, b)
® X< (a,b) sei stationdrer Punkt, dass heif3t f"(xo) =0
Behauptung:
e f(x9) >0 - f(x) hat in x = x( lokales Minimum
e f(x9) <0 = f(x) hat in x = x( lokales Maximum
e f(xo) = 0 sei m > 3 definiert durch f*"(x¢) = ... = f™"(x0) = 0 und f™ # 0
dann gilt fiir:
o mungerade = f(x) hat in x = X kein lokales Extremum
o m gerade und ﬁm)(xo) > (0 - f(x) hat in x = X( ein lokales Minimum
o m gerade und f™(x0) < 0 > f(x) hat in x = X ein lokales Maximum
Beispiel 1: f(x) = x’
f'(x) = 7x% = 0 - stationdrer Punkt ist nur xo= 0
£7(0) = ... =f90) =0, f” =
dass heifit m = 7 ungerade = kein lokales Extremum in x = Xg
Beispiel 2: f(x) = (x — 2)°
'(x) = 6(x — 2)° = 0 > stationdrer Punkt ist nur xo= 2
72 =..=1902) =0, f92) = 6!,
dass heillit m = 6 gerade aus f<6)(2) > 0 folgt lokales Minimum in xo = 2
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1.77. Konvexitidt und Wendepunkte:

Die Begriffe ,.konvex und ,.konkav* erfassen das Kriimmungsverhalten der Graphen einer
Funktion.
Definition 7.11.:
. Eine Funktion f(x) heil3t ,.konvex auf [a, b]*, wenn fiir beliebige

X1, X2, X € [a, b] mit x; < X, gilt:
F< o=

Xy X

f(x) heildt ,,streng konvex auf [a, b]*,

wenn ,,<“ in Ungleichung 7.6. gilt
. Eine Funktion f(x) heilt ,,konkav auf [a, b]*,

wenn ,,>“ in 7.6. gilt X;, X;, X € [a, b] mit x; < X < X,
Frage: Welche Bedingung an f(x) sichern dieses Verhalten?
Satz 7.12.: (Tangenten-Kriterium)
Voraussetzung: f'(x) existiert auf (a, b)
Behauptung: f(x) ist konvex auf [a, b] genau dann wenn \der Graph von f(x) oberhalb deﬁ
Tangente Txo(x) an f(x) im Punkt (x,f(Xo)) fiir jedes xo € (a, b) liegt‘
f(x) > Txo(x) Vxela,b] Vxoe (a,b) Formel 7.7
wobei: Txo(x) = f(Xo) + f'(Xp) - (X — Xo),
f(x) ist konkav auf [a, b] g. d. w.
der Graph unterhalb der Tangente liegt,
dass heif3t ,,<*“in 7.7.

—X) Formel 7.6

Beweis: (zeigt nur ,,Tangenten-Bedingung* fiir f(x) = konvex)

Sei xo beliebig gegeben mit x; < X < X3

Tangenten-Bedingung - die Punkte

(x, f(x;)) = P;, 1 =1, 2 liegen oberhalb der Tangente

- ganze Sekante S(x) liegt oberhalb von Txy(x)

-2 f(x0) = Tx¢(X0) < S(x¢) =2 f konvex

Bemerkung: aus strenger Tangenten-Bedingung, das heit “>” in 7.7. Vx € (a, b) \ {xo}, folgt
analog, dass f(x) auch streng konvex auf [a, b]

Satz 7.13.: (f”"-Kriterium)

Voraussetzung:

° f(x) ist stetig auf [a, b]

° f’(x) und f’(x) existieren und sind stetig auf (a, b)
Behauptung:

° f(x) konvex auf [a, b], genau dann wenn £ (x) > 0 Vx € (a, b)
° f(x) konkav auf [a, b], genau dann wenn {"(x) <0 Vx € (a, b)

. f7(x) > Vx € (a, b) 2 f(x) ist streng konvex auf [a, b]

. f7(x) < Vx € (a, b) 2 f(x) ist streng konkav auf [a, b]

Beweis: (zeigt nur ,,f{x) > 0 2 fist streng konvex")

Taylor-Entwicklung in einem festen, beliebigen Punkt xy € (a, b)

f(x) = (f(xo) + f'(X0) - (X = X)) + V2! - {7(E) - (X —X0)?

=2 f(x) > Txo(x) Vx € (a,b)\ {x} dass heilit die strenge Tangenten-Bedingung ist erfiillt
- streng konvex

Definition 7.14.: Ein Punkt x¢ € (a, b) heilit ,, Wendepunkt* von f(x), wenn ein hinreichend
kleines € > 0 existiert, so dass gilt:

° f(x) streng konvex in (xo — €, Xo)
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° f(x) streng konkav in (xo, Xo + €)
oder:

° f(x) streng konkav in (xo — €, Xo)
° f(x) streng konvex in (xo, Xo + €)

Satz 7.15.: (notwendiges Kriterium fiir Wendepunkt)
Voraussetzung: f'(x) und f""(x) existieren und sind stetig auf (a, b)
Behauptung: xo € (a, b) ist Wendepunkt von f(x) 2 {(x) =0
7Bewei8: Satz 7.13.:
° f(x) streng konvex (xo — €, Xg) 2 {7(x) >0 Vx € (X0 —¢, X0) 2 f,/(XO)Sx}im f7(x) =20
o analog zeigt man: f(x¢) <0
Beachte!: ein Punkt x( € (a, b) mit f""(x¢) = 0 muss kein Wendepunkt sein!
Beispiel 1: f(x) = x*
f7(x) = 12x* >0 Vx —2>1f(x) konvex Vx € (-00, o)
f"(xo) = 0 wenn xo = 0 Wendepunkt-verdichtig,
aber xo = 0 ist kein Wendepunkt

Beispiel 2: f(x) =sin x, x € [-x, @]
£(x) = -sin x { > 0 Vx (-m, 0) streng konvex
< 0 Vx (0, m) streng konkav
" (Xp) = sin (X¢) = 0 wenn xo = 0 in (-7, )
WP-verdichtig = xo = 0 ist WP

7.8. Polstellen und Asymptoten:

Definition 7.16.: Eine Stelle xo heilt ,,Polstelle* einer Funktion f(x), wenn lipg f(x) = +o00 und
1xi££%+f(x) =+ (X gehort im allgemeinen nicht zum Definitionsbereich von f(x))
Beispiel 1: f(x) = M, Polstelle: xg =1
(x—1)
; 3x2+x—2 2
Ly (x=12 =0
Definition 7.17.: Eine ,, Asymptote von f(x) fiir x =2 Fo0*
isteine Geradey =a - x+ B mita, B R
mit lign [f(x) - (a-x+B)] =0
(analog fiir x = -o0)
Bestimmung von o und f fiir x = +oo (analog fiir x = —):

e (78)>0zlim [f(x) “(axtp )} =500 = lim £ < 1im [“-x +5 }
X x

X
lim {@—a—ﬁ}:m[&—a}e a = lim £
X

XD X X X

= 400

falls lim{...} nicht existiert, so gibt es keine Asymptote
. mit diesem o folgt aus 7.8.

0 =lim [f(x) — o-x] = B = B = lim [f(x) — a-x]
Beispiel: f(x) = 4/4x2+x+1 Vx € (-0, )

Soa=limI® - =
X

2 B=lim [f(x)—ox]=... =

1
4
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8. Integralrechnung in einer Variablen:

b
Einleitung: j f(x)dx I f(x)dx
unbestimmtes Integral bestimmtes Integral uneigentliches Integral

- f(x) beschriankt - f(x) unbeschrinkt
- a, bbeschrinkt - a, b unbeschriankt

8.1. das unbestimmte Integral:

8.1.1. Definitionen:
Definition 8.1.: Eine Funktion F: [a, b] = R heil3t ,,Stammfunktion* einer Funktion f: [a, b] 2>
R, wenn:

° F ist differenzierbar auf [a, b]
. F'(x) = f(x) Vx € [a, b]
o Ist Fo(x) Stammfunktion von f(x), so gilt:

1.) dann sind auch alle Funktionen IF(X) =F(xg) + C
Stammfunktion von f(x)

2.) Jede Stammfunktion F(x) von f(x) hat die Darstellung F(x) = Fo(x) + C (dass heift es
existiert eine solche Konstante C)

, C beliebige Komponente der

Beweis: sei 0(x):=F(x) - Fy(x) 2 8'(x) =F'x)-Fy’'x)=0
MWS: 0(x)—06(a)=037(¢) - (x—-a)=0 fx)  f(x)
-2 3(x) = d(a) 2 F(x) = Fy(x) + d(a) 2> d(a)=C

-> mit einer Stammfunktion Fy(x) hat man alle Stammfunktionen
Definition 8.2.: Unter dem ,,unbestimmten Integral ff(x) dx versteht man die Menge aller
Stammfunktionen F(x) von f(x). Man schreibt dafiir Uf(x) dx = F(x) + C| g.d w. .
Unbestimmte Integration und Differantiation sind Umkehrfunktionen, dass heif3t
IF"(x) dx = F(x) + Qund (Jf(x) dx) = f(x)

Einige Grundintegrale (die man wissen sollte):

° J‘xpdsz-x”_l+C,fallp¢-1
p+1

. jldx:1n|x|+c

X
° Isinxdx:—cosx+Cund jcosxdxz sinx+C
o J.exdxzex+C
° J‘ dx =arctanx + C

1+ x2

o weitere Grundintegrale konnen nachgeschlagen werden

8.2. Integrationsregeln:

8.2.1. Linearitit:
aus der Linearitit der Differentiation folgt: Formel 8.1
U(OL X))+ B-gx)dx=0a-f(x)dx+f - | 2(x) dx‘ //Fiir beliebig viele Summanden erweiterbar
Beispiel:
Jox*—5x*+3)dx=2-[x dx -5 [x*dx+3- 1 dx
=2-1%-x"=5-%-x+3-x+C  //so kann man alle Polynome integrieren!
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8.2.2. Partielle Integration:
Produktregel der Differentialrechnung: (u(x) - v(x))’=u’(x) - v(x) + u(x) - v'(x) | [..dx
u(x) - v(x) + C = J('(x) - v(x)) dx + J(u(x) - v'(x)) dx
> [0 - ve)) dx = u() - v(x) - Juk) - v'(x) dx] Formel 8.2
Beispiel:
Beispiel 1: I(zf -Sf‘) dx:)vc-%x—j(g:x -Vl,) dx=x-e"-e"+C=(x-1)-e"-C

Beispiel 2: [(x2-e") dx=x2- '~ (2 - x-eY) dx=x2-e* -2 - J(x - €") dx
x2-e*-2-(x-e"-eH+2-C
Beispiel: Riickfiithrungstechnik
Idee: durch 2-malige Anwendung der partiellen Integration versucht man auf das
urspriingliche Integral zuriickzukommen
[=]((sinx) - e*) dx u=-cosx v =e¢
= —(cos x) - € — J((—cos x) - €*) dx = — (cos X) - €" + [((cos x) - ) dx

I, = I((w) - e%) dx = (sin x) - €* = [((sin x) - €¥) dx u = sin x

Einsetzen: I = - (cos x) - € + {(sin x) - " — I} (ignorieren zunéchst die Konstante C)
> 1=%{(cosx)-e"+(sinx)+¢e*} +C
Beispiel: u” =1
flnxdx=fl-ln_xdx =x-lnx-[x-1/xdx = x-Inx—x+C u=x
uv vi=1/x

8.2.3. Substitution:
gegeben : Substitution: x = g(t)}, bzw. Uber die Umkehrfunktion g = ¢(x)
—> eineindeutige Abbildung zwischen x und t
Ziel: iiberfiihre x-Integral ff(x) dx in t-Integral fh(t) dt
ff(x) dx = F(x) + C, dass heifit F'(x) = f(x)
d/dt (F(g(1)) =F (g - () =f(g®) - g’ |- [dt
F(g(0) + C = f(g(v) - g’(0) dt
—> Substitutionsregel: Uf(x) dx = ff(g(t)) - g’(t) dt‘
formales Umrechnen auf t-Integral:
1.) ersetze ,f{x)“: f(x) = f(g(1))
2.) ersetze ,,dx" durch t-Ausdruck: x = g(t) =2 dx/dt = g’(t) >
Beispiel: 1= j ! dx, Substitution: x = sin t =2 dx/dt = cos t 2 dx = cos t dt

All—x2 - t=arcsin x

I= J-;.-costdt = L-costdt =[1dt=t+C
/1= (sint)? cost
= COS2 t

- I =arcsin (x) + C
Substitution in der Form t = ¢(x)
Man muss die Funktion x = g(t) nicht explizit kennen, denn:
x=gt)yot=09(x) 2> dt/dx = =@’ (x) 2 dx = 1/p’(x) dt
Begriindung: Ableitung der Umkehrfunktion: g”(t) = 1/¢"(g(t)) dt
Damit gilt: [f(x) dx = dt

Kann oft als t-Ausdruck geschrieben werden, ohne dx = g(t) zu kennen

Beispiel: 1= j B Sl BN
\3/x4—4x+5

Substitution: t = (x* —4x +5) > dt/dx =4x> —4 > dx = 1/ (4x> - 4)

Formel 8.3
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1= jxg/gl-4(x31_1)dt:ijt‘%dt:%-%-t%+C=%-t%+C

1:%.3/(x4—4x+5)2+c

8.3. Integration rationaler Funktionen:

8.3.1. Partialbruchzerlegung:
gegeben: rationale Funktion ]F(x) = 7(x) / N(x)

F(x) = g(x) + Z(x) / N(x), wobei Grad (Z(x)) < Grad (N(x)) =: n

, wobei Z(x), N(x) Polynome in x sind

- 3x3—x2+1 (24x+21) _ Z(x)
Beispiel: f(x) = ——— -2 f(x)= Bx—-10)+ =
) x2+3x+2 )= ) x2+3x+2 N(x)
Ziel: Schreibe f]ix)) als Summe elementarer Briiche, die einfach integriert werden konnen
X

Schritt 2: Produktzerlegung des Nennerpolynoms N(x)

° die reellen Nullstellen seien: xx, k = 1,..., r, wobei Nullstelle xi habe die Vielfachheit
I

. die komplexen Nullstellen seien: , k =1,..., s, mit Vielfachheit my und

zi = a; — i-by, k = 1,....s mit Vielfachheit my

mit der komplexen Nullstelle zx = ax + 1 - by ist auch zx = ax — 1 - by Nullstelle mit gleicher

Vielfachheit
(X—zk) - (X—2zx) =x%2— (Zx + ZK)' X + Zx Zk = X2+ pX +
mit px = — (ax + 1-bx + ax — i-by) = —2ax reell

gk = (ax + 1by) - (ax —i-by) = a? —12b 2 = a2 + b?  reell
- Produktzerlegung

11 1 1 s
N(x)=a,;(X=%1) - (X=X)" - (X2 +pi-x+g)" - ... - (X2+pex+g)T
reelle Nullstellen komplexe Nullstellen

Formel K.

Z(x):i Ak,l n Ak,2 I Ak,lk
NG et

o lx—x, (x—x)? (x—x,)
.\ Z { Bu+Cu ,  BatCo o B +Cu, } en
=2+ px+q, (+px+q,)? X2+ px+q)"™

Bestimmung der Koeffizienten (sind reell):
1.) Multipliziere den Ansatz mit N(x) durch (danach keine Briiche mehr)
2.) Setze geeignete Werte fiir x ein, z.B. x = xx, x 0 z
3.) Bestimme die Koeffizienten aus dem entstehenden Gleichungssystem

Beispiel: ff(x) = 1_ ¥ _ZO Nx) =xt =+ 1)
x +x2 N
- Nullstellen: [x; = 0 Vielfachheit 1; =2

Vielfachheit m; = 1

Nx)=(x-0)2-(x2+1) dass heilt: pj=0 q;=1
- Ansatz:
l-x _A A Bx+C

- =
x +x2 x  x? x2+1

| X [+ 1)
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2 1-x=Axx+1)+Arx2+1)+x2Bx +C)

x=0: 1= 0 + A, + 0

X=1 I= 0 + 0 + bi+C)-(-1)
1-i=-C-Bi —>C=-1B=1

x_l O A112+12+1(1—1) 2>a =-

1 X 1 1 x+1
f(x)= — =—+—+
X +xz  x x2 x2+1

eI_If(x)dx_—j dx+j dx + j

x2+

dx = —ln|x|—l+j£-£—arctanx

—1n|x|——+jx2+1 _-[x2+1 X t 2x

>1= —1n|x|—;+%ln|x2+1|—arctanx+ C

8.3.2. Integration rationaler Ausdriicke von €, sin X, cos x:
Typ: !R(ex) dx|, wobei R(t) = rationaler Ausdruck in « t » = Z(t)/N(t)
Substitution : t = ¢* > dt/dx = e* = t > dx = dt/t > [R(e") dx = JR(0)-(1/t) di]
= R(t) rat. Fkt. = 16sen mit PBZ

2x 2 1
Beispiel: -
P I t

W _4e* 41 _'[t3 42 +1

Typ: UR(sin X, COS X) dx|

Substitution: x = 2 arctan (t) & t = tan (x/2) dx/dt =2/(1 + t2) 2>dx=2/(1+ tz) dt
=tan(x/2) =t
2 sm(g)- COS(%) 2- (sm(i)/cos(z)) 2t
SIn X = =
sin? %) cosz(i) 1+ (sm(g)/ cos(%))2 1+172

) _1-Ginls)reo
37 1 in

sG)p_1-r
(1

2
cosz(i +sin2(2) 1+(51 n(;)/cos 2))2 1+172
1—12 2
-2 || R(sin x,cos x)dx =
j ( ) j (1+t2 1412 1+72
; 3.2t
Beispiel : Jﬂdx = J S 2 dr = 12-J‘ ! dt =...PBZ
sin x + cos x Sat e 1+ —(2=-2t-1)-(1+1¢?
8.4. Das bestimmte Integral:
8.4.1. Definition und Existenz:
gegeben: Intervall [a, b] beschriinkt
Funktion f: [a, b] = R beschrinkt
Zerlegung Z, von [a, b]: Zn:={X0, X1, ., Xpp Mita=Xg< X1 <...<Xp1<Xp=Db

,Feinheit von Z,“: 8(Z,) := max (X; — Xj;1) max. Intervall-Lange (1 <i1<n)
Wahl von Zwischenpunkten

P, :={&, &, ..., &} mit § € [xi4, Xi]

Rieman’sche Zerlegungssumme
o(Z,,F, = Zf(é) (X —x,)
i=1

= Summe von Rechteckenfldchen
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= Flache unter f(x)
Definition 8.3.: f(x)heil3t auf [a, b] ,,integrierbar’, wenn eine Zahl I existiert, so dass gilt:

[ =1limc (Zy, Uy) := lim Zn:f(fi) (X, —x,_,)

Fiir ein beliebige Folge von Zerlegungen (z Vv mit der Eigenschaft \S(Zn) -2 0 fir n—> oo\
Und fiir eine beliebige Wahl P, von Zwischenprodukten. Die Zahl I hei}t ,,bestimmtes

b
Integral von f(x) tiber [a, b]*. Schreibweise: |I = jf(x)dx

b b
Bemerkung: Bezeichnung der integrationsvariablen ist egal, dass heif3t J. f(x)dx = I f(@)dt

Satz 8.4.: (Integrationierbarkeit)
Voraussetzung:
e f:[a, b] 2 R sei beschrinkt
e f(x) sei stetig auf [a, b] mit Ausnahme endlich vieler Stellen

Behauptung:

b
e f(x) ist integrierbar auf [a, b], dass hei3t es existiert |/ = J. f(x)dx

e damit bleiben nur noch wenige ,,exotische* Funktionen iibrig, die nicht integrierbar
sind
e Zur Erweiterung der Varianten von a, b wir definiert

t a t Formel 8.5
[fodx =0, [ f(x)dx = = f(x)dx (fiira<b) :
a b a
b
e Interpretation von |/ = I f(x)dx| als Flache
aus der Definition ergibt sich:
8.4.2. Eigenschaften integrierbarer Funktionen:
Satz 8.5.: Voraussetzung: f(x), g(x) integrierbar iiber 8a, b], a<b
Behauptung: (a) f(x) ist integrierbar auf jedem Teilintervall [a;, b;] < [a, b]
(b) integrierbar sind auch [f(x) + g(x)} [o-fx) mit e € R [f(x) - gx), [fx)]

b b b
(o) Linearitiit: |[[@- £ (x) + 8- g(0)ldx =@ [ f(x)dx+ - [ g(x)dx

d

~—

j]-f(x)dx= If(x)dx + j]-f(x)dx Vce (a, b)
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b b
(e) Abschitzungen: f(x) < g(x) Vx € [a, b] > j F(x)dx < j g()dx|  Formel 8.6

b
< “ f (x)|dx Formel 8.7

Beweis: jf(X)dX = Limzn:f(é) (X, %)

b n
Js@dr=limY g (&) (xx)

Satz 8.6.: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Voraussetzung: - f(x), g(x) sind stetig auf [a, b]
-gx)=20 Vx € [a, b]

b b
Behauptung: es existiert § € [a, b] mit J‘ f(x)-g(x)dx= f (&) J' g(x)dx Formel 8.8

Beweis: - f(x) stetig = es existiert Min und Max, dass heif3t:
m := min f(x), M := max f(x) x € [a, b]
2> m< f(x) <M | gx)=20 2 m- g(x) <f(x) - g(x) M- g(x) Vxe [a,b]

> m- jg(x)dx<jf(x) g(x)dx <M - jg(x)dx

=G =1 =G
dass heift: m-G<I1<M-G 2 Jye [(m,M]: 1=V-G

- (x) stetig, existiert & € [a, b mit f(§) =y > I =f(£)- [ g(x)dx

Anwendung: mit Hilfe des obigen MWS kann man Formeln fiir da Restglied der Taylor-
Entwicklung beweisen (siche Ubung)

Spezialfall: g(x) = 1: j f(x)dx= (&) - (b-a)

Satz 8.7.: (Hauptsatz der Differential-Integralrechnung)
Voraussetzung: f(x) sei stetig auf [a, b]

Behauptung:

(a) die Funktion F,(x)= .[ f(@®)dt Vx e [a,b] isteine Stammfunktion von f(x), dass heil3t:

F.'(x) =1f(x) Vxe [a,b]

b
(b) Sei F(x) eine beliebige Stammfunktion, dann gilt: J. f(x)dx=F (x)|l; :=F(b) —F(a)) Formel 8.9

x+h

Beweis: (a): Fo(x + h) — Fy(x) = j f(t)di— j f(t)dt

x+h x+h

= [fwar = f(&)- jldr =f(&)h

F(x+h) F,(x) _

2> F'x) = 1& P

= lim f(8) = f(x)
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(b): sei F(x) Stammfunktion von f(x) = JKonstante C mit F(x) = F,(x) + C Vx € [a, b]

> F(b) - F(a) = (Fy(b) + C) - (Fy(@) + C) = [ f(t)dt = [ f ()t = [ £ () dx

b
Bemerkung: Formel (8.9) zeigt einen Weg zur Berechnung von J. f(x)dx.

Aus (8.9) folgt z.B. Formel der partiellen Integration fiir bestimmte Integrale:
b

ju’(x) v(x)dx=u(x)- v(x)|l; - ju(x) V(x)dx Formel 8.10

a

b
Beweis: u(x)- v(x)|z = Iu’(x) -v(x)+u(x) - v'(x)dx = Formel 8.10

a

8.4.3. Numerische Integration:

b
Ziel: berechne Néaherungswert: L) = I(f) := I f(x)dx

Zerlegungseigenschaft: I(f) = Z .[ f(x)dx

Xp=a, Xj=a+1h, 1=1.2,... h=
n =l x
=)
2.) Néherungsformel fiir I;(f)
eX rapez h
() = [TP(f) = 5 () + f(x9)
- rapez h i
3.) Gesamtformel:  |1,(f)=>1"""(f)= E(f @+ fON+h-) f(x) Formel 8.11
i=1 i=1

Man kann folgende Fehlerabschidtzung beweisen:
h? b—a
- < (b- ” it h=
O -LDI< = b=a),_  [f7E)] mit h=—
Durch sogenannte ,,Extrapolation* kann man aus den Ndherungen I,(f), [>,(f), Lsn(f),... bessere
41,,(f)—1,(f)
3

max

Niherungen berechnen. z.B. hat |/ n(l)( f)= einen Fehler < C-h*

8.5. Uneigentliche Integrale:

8.5.1. Definitionen:

Definition 8.8: Sei f(x) integrierbar auf jedem abgeschlossenen beschrinkten Teilintervall des
Integrationsbereiches, so definiert man als ,,uneigentliches Integral‘:

1.) Im Fall ../a, b] ist unbeschrdnkt:

Tf(x) dx:= hmj.f(x) dx

r—e

jf(x) dx:= 1im if(x) dx

r——oo
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j f(x)dx:= lim j F(x)dx+ lim jf(x) dx

n——ee ry —>+oo

—oo

wobei lim , lim unabhingige Grenzwerte sind, die einzeln existieren miissen, a ist beliebig

== Iy —>too

2 ) Im Fall .,.f{x) ist unbeschrdnkt am Rande von [a, b]*:

j F)d = Tim [ (0 dx

r—)b’

j f(0)d:= lim j fx)dx

r%a r

J-f(x) dx:= lim jf(x) dx + lim J.f(x) dx c € (a, b) ist beliebig

n—>a* n n=b"

3.) Im Fall “f{x) ist unbeschriinkt im Punkt xo € [a, b]*:

j f(¥)dv:= 1im f fx)d+ j f(x)dx

=X q
Falls die entsprechenden Grenzwerte existieren und endlich sind, so heif3t das uneigentliche
Integral ,,konvergent“ ansonsten »divergent*.

Beispiel 1: j—dx— hmJ‘ 2dx

\/ r—0t

1 1

= lim[2x*], =2 lim(1—-r?)=2-(1-0)=2

r—0o* r—=0*

Dass heiB3t, das uneigentliche Integral ist konvergent

Beispiel 2: Laplace-Transformierte einer Funktion
- Einer gegebenen Funktion f(t), t € (0, o) wird zugeordnet de Funktion F = L-f

Laplace-Transformierte von f(t), definiert als: |F(s) := j f@)-e'dt|, s e (0, )

Formel 8.12
- gesucht: F = L.f zur Funktion f(t) =t
F(s) = j F£(6)-e"dt = lim j tedt =1(r)
0 i
Nebenrechnung:
: 1 Tl 1 1] 1 '
I(r) =Jt-e“”dt = t-(——)e‘” +J‘—e_‘"dt =——(r-e” —O)+—[——-e‘”}
0 2 o oS s sL s 0
I(r) = —l‘%—i(e’_" —1) beachte s >0
S e 52
1 ro 1. _, 1 r 1 1 1
F(s)= hml(r)———hm ———lime"" +—=—lim——+—=—-—-0+—
§ Twe S2 r—oo S2 § r—e S- e S2 S2 S2

. . 1
- Laplace-Transformierte von f(t) = tist F(s) = -
S
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8.5.2. Konvergenzkriterien:

Ziel: untersuche ob .[ f(x)dx konvergiert oder divergiert, ohne es zu berechnen!

Satz 8.9.: (a) MajorantenKkriterium

3 Funktion g(x) mit [f(x)| < g(x) Vx € [a, b] und j g(x) dx konvergent > j f(x)dx

konvergent und ﬂ f (x)| dx konvergent.

(b) Minorantenkriterium
3 Funktion g(x) mit: 0 < g(x) < f(x) Vx € [a, b] und

j g(x)dx divergent > j f(x)dx divergent.
b
Bemerkung: Satz 8.9. gilt sinngemil auch fiir uneigentliche Integrale vom Typ J. f(x)dx,

o0 b
[ £ dx und [ f(x)dx mit f(x) unbeschrinkt.

=

Fakt: Eine Vergleichsfunktion fiir j f(x)dx,a>0,istz. B. g(x)= Les gilt:
X

P
a

J.idx { kpnver'glertnfurp >1 Formel 8.13
> x” divergiert fir p<'1
Beispiel: J.S\/gﬂ dx  Ziel: schitze |f(x)- ab auf g(x)= < fiir x € [1, o]
X +3 x?
s5x” . 5x” 5
Xx)| = -sin x| < d=—=g(x
=55 bina] < = 1= = 400

=

5 _[ L@/ dx ist konvergente Majorante = J f(x)dx konvergent
1 X 1

8.6. Anwendung der Integralrechnung:

8.6.1. Flicheninhalt zwischen Kuren:

Satz 8.10.: Voraussetzung: f(x), g(x) stetig auf [a, b]; g(x) £f(x) Vx € [a, b]
Behauptung: fiir den Inhalt F der Flache zwischen den Kurven y = g(x) und y = f(x) tiber dem
Intervall x € [a, b] gilt:

Formel 8.14

F=[[f(n-go]dx Beweisidee:
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8.6.2. Volumen von Rotationskorpern:

Zylinderscheibe S; mit Radius r; = f(x;)

n n b
Volumen S;=m- 17+ Ax; > V = Y V(S) =) 2l f(5)F *Ax, > [l f (0T dx

i=1

Satz 8.11.: Der Rotationskorper, der durch Drehung der stetigen Funktion f(x

b
(liber x € [a,b]) um die x-Achse entsteht, hat das Volumen |V = 71"[[ f ()] dx Formel 8.15

8.6.3. Liange von Kurven:
Parameterdarstellung einer Kurve:
Kurve := Menge aller Punkte (t), t € [a, b]
P(t) = (x(t), y(t)), zwei Funktionen,

die die Kurve beschreiben

(o)
Ortsvektor: y(t) = ,te |o, b]
y(1)

Beispiel: Kreisbogen
x(t)=r-cost

,1€[0,%

y(t)=r1-sint

o a o d BED)
Man definiert: | x(z) == 7 x(t), y@)= 7 y(t), y(t) '_(y(t)j

Bemerkung: y(t)ist Tangentenvektor an die Kurve im Punkt P(t)

° Eine Kurve hei3t ,,reguldir, wenn x(t), y(t) stetig differenzierbar auch [a, b] und
|70 = [x@OP+[3@OF 20 Vte [ b]
Satz 8.12.: Fiir die Linge L einer reguldren Kurve K = {x(t), y(t) : t € [a, b]} gilt:

b
L =[0I + [0 dr Formel 8.16
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9. Gewohnliche Differentialgleichungen (DGIL.):

Die Modellierung vieler Prozesse aus:

- Physik

- Technik

- Biologie, Okonomie
Fiihrt auf DGL, dass heiit Gleichungen, in denen eine gesuchte Funktion und ihre
Ableitungen vorkommen, dass heiflt y(x), y'(x), y " (x),...

9.1. Finfiihrende Beispiele:

1.) Freier Fall mit Luftwiderstand:

gesucht: v(t) = Geschwindigkeit des fallenden Korpers (Masse m) zur Zeit t
Fi=m- Schwerkraft

F, =—k -v4 Luftwiderstand

( k - Reibungskoeffizient)

GesamtkraftF=F1+F2=m-g—k'v2

Newton'sche Grundgesetz: F =m - a, wobei a = ?v’(t) Beschleunigung des Korpers
t

- DGL: m-v(t)=m-g-k-[v()]’
Anfangsbedingung: v(0)=0 Formel 9.1

2.) Elektrischer Schwingkreis:
Gegeben:

U,(t) = angelegt Spannung zur Zeit t
I(t) = Stromstérke zur Zeit t

e 1 .. R . 1 1
Man erhilt die DGL: |17°(t) + ZI @)+ ﬁl(t) = ZU“ (1) Formel 9.2
3.) Wachstum einer Population:
° Sei p(t) = GroBe einer Population (z. B. in Mio. Individuen) zur Zeit t
° Fiir die Zuwachsrate A (= Geburten-/Sterberate) macht man eine Modellannahme:

A =a—b-p(t) a, b—Modellparameter
d.h. sinkende Zuwachsrate bei wachsender Population

%zﬂ-p folgt fir At > 0
DGL: p’ () =(a—b-p@)-pQ) Formel 9.3

Anfangsbed.: p(0) = py

9.2. Grundbegriffe:

° aus p'(t) =

. Ordnung einer DGL := Grad der héchsten vorkommenden Ableitung
° Eine DGL heiBt ,,linear, wenn sie die Form hat:
lan(x) - YV(X) + a1 (x) - Y UX) # ...+ a1(x) - y(X) + ag(X) - Y(x) = g(x)|
Linearkombination von y™, y™ ™, ...y, y

Ansonsten heil3t sich ,,nicht linear
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Beispiel: l)m-v(t)=m-g- V2(t) = nicht linear, 1. Ordnung

R 1 1
2) 17O +—=1I'(t) +——1()=—U (t) = linear, 2. Ordnun
) IO+ IO+ 10 =70, 0) e

3.) Yy (x)=4/1+ [y (x)f > nicht linear, 2. Ordnung

. Eine Losung y(x) einer DGL n-ter Ordnung, die frei wihlbare Konstanten enthélt und
damit alle Losungen erfasst, heilt ,.,allgemeine Losung der DGL*
Beispiel:  y”(x) + 9y(x) =9 hat die allgemeine Losung
y(x) =1 +c; - sin(3x) + ¢, - cos(3x)

Anfangswertproblem (AWP):

o Um die Konstante der allgemeinen Losung zu bestimmen, bendtigt man in der Regel n
weitere Zusatzbedingungen

o AWP n-ter Ordnung: Finde Funktion y(x), x € I, so dass: Formel 9.4
DGL:  y™(0) = f(x. y(). y(®). ... y" ()
AB : V(X0) = V0, Y (X0) = Y15 ... 3 y(“'l)(xo) = yn_1| , wobei Xo, Yo, V1,... bekannt sind

9.3. DGL 1. Ordnung:

meist kann man nach y“(x) umstellen, dann hat man die sogenannte ,,explizite DGL 1.
Ordnung® y’(x) = f(x, y(x)) (= behandeln im weiteren in 9.3. nur noch diesen Typ) Formel 9.5

2 X
Beispiel: y'(x)= X. e T2y
sinx —[y(x)]?

9.3.1. Trennung der Variablen (TdV):
¢ anwendbar auf den DGL-Typ
Beispiel:  y'(x) =sinx - (y(x) - 1)
¢ man muss die Fille g =0 und g # 0 unterscheiden
1. Fall: g(y) =0:
angenommen, man findet eine Nullstelle y, von g(y), dass hei3t g(yo) = 0, dann ist y(x) = yo
Vx € R eine Losung von (9.6)
Probe: y'(x)=0
f(x) - g(y(x)) =f(x) - g(yo) =0
2. Fall g(y) #0:

©6)> 29 _ 1 > J-&dx = [Foax

y ' (x) =1(x) - g(y(x))‘ Formel 9.6

g(y(x)) g(y(x))
Substitution: y = y(x) = ] =y(x) 2 dx= ! dy
dx y'(x)
’ 1 d
> 2L gy o [rmde > [ =] ro
j g(y) y(x) j jg(y) j
- Vorgehen bei TdV:
p d
Ausgangspunkt: y(x)= d—)yc = f(x)g(y)
1.) TdV: dass heiBt y-Terme nach links, x-Terme nach rechts
dy = f(x)dx
g(y)
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2.) Integrieren und Stammfunktion finden:
jﬂ:jf(x)dx G(y) = F(x) + C
g(y)

3.) Nach y umstellen

Beispiel 1: y'(x) =sinx - (y(x) - 1) > ﬂ =sinx-(y—1)
f(x) g(x) dx
1. Fall: g(y) =0 dass heifit: y —1 = 0 = y = 1 Nullstelle = Losung ist y(x) = 1
2. Fall: g(y) #0 > ﬂl =sinx dx 2> Iﬂ = Isinx dx
y

Inly — 1| =—cos x + C |e(“‘)
9 y_ 1 — ieC . e-COSX
- allgemeine Losung y(x)=1+¢; - e
wobei ¢ := + e° alle Zahlen R\{0} im Fall 2 durchliuft und c¢; = 0 der Losung y(x) = 1
im Fall 1 entspricht.
Beispiel: y'(x) — e* = [y(x)]? - "
Idee: Produkt erzeugen fiir y“(x)!
>y =e- (1+yoP
1. Fall: g(y) =0 dass heift: 1 + y2=0 —> es existieren keine reelle Nullstellen!

-COs X

2. Fall: g(y) #0 d.h. hier keine Losung
dy dy

—=e -(1+y? > =|e

dx e 4+ J'1+ y? Ie

arctan (y) =e¢*+ C  |tan(...)
- allgemeine Losung : y = y(x) = tan(e* + C)

9.3.2. Linear DGL 1. Ordnung:
betrachten den Typ: |y’(x) + a(x) - y(x) = f(x)| Formel 9.7
fiir f(x) = 0 hei3t die DGL ,,homogen*, ansonsten ,,inhomogen*
Satz 9.1.: Die allgemeine Losung der DGL hat die Darstellung: y(x) = yn(X) + yp(x)
Dabei ist yu(x) die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen DGL, dass heif3t:
y 'n(x) +a(x) - yn(x) =0 und y,(x) eine ,partikuliire“(spezielle) Losung der inhomogenen
DGL (9.7)
Beweis: v +ax) - yh=0

yp tax)-yp,=0

yo'+yp Fax) - (yn +yp) =1(x)
Bestimmung von yu(x):

. . d
Y +aX) - yh=0Sy =—aX) - yn& %z—a(x)yh
1. Fall: g(y) =y =0 Nullstelle ist yo = 0 = Losung: yn(x) =0 Vx € R
2. Fall: g(y)=y#0

j Dy _ j— a(x) dx, sei A(x) Stammfunktion von a(x) A(x) = j a(x) dx
Yh

In |y =-AX)+C  |e"

Iyl = - &

Vp = +e - et > allgemeine Losung lautet: ‘yh(x) =cp-¢€

Beachte: c¢; = 0 hei3t die triviale Losung!

-A®X)

, c1 € R beliebig Formel 9.8

Bestimmung von y,(X):
Idee: Ansatz durch ,,Variation der Konstanten* Von yu(X) \yp(x) =ci(x)-e
wobei ¢ geeignet zu bestimmen ist.

AX)
‘ Formel 9.9
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o Einsetzen in die inhomogene DGL (9.7) liefert:

. {c/(x) - e+ (x) - (A () - e} +ax) - - eV =f(x) |- ™
Yo A Yp

ci’'xX)+ci(X) - [FA'(X) +a(x)] =1(x) - e @ wegen: A’(x) = a(x)

S ¢’(x) + = f(x) - ™ S¢(x)= J-f(x) x>y ()=t J‘ £(x) ™ dx
Satz 9.2.: Die allgemeine Losung der DGL |y (x) + a(x) - y(x) = f(x)| ist
y,(x)= e A, {e, + J' f(x)-e*™ dx} wobei ¢; € R frei wihlbar und |A(x) = ja(x) dx

(ohne Integrationskonstante)

Formel 9.10

Beispiel: y’(x)+l‘ yx)=x3 xe (0, ) 1 =a(x) 2 Ax)= ja(x) dx= jl dx= 1n|x|
X x X

5
9 y(X):e—]nX {C] +Ix3e]nx dX} — %{Cl _;’_J.x“dx}:l{cl +x_}
e X 5

4

> allgemeine Losung : y(x) =L + %
x

9.4. Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

° DGL-Typ ist: ‘y”(x) +a-yx)+b-yx) = f(x)‘ wobei a,be R

- - Formel 9.11
:= Ly(x) = Differentialoperator
DGL in Kurzschreibweise: Ly(x) = f(x)
° falls f(x) = 0, so heiflit die DGL ,,homogen*, ansonsten ,,inhomogen*
° wesentliche Eigenschaft lineare DGL ist das ,,Superpositionsprinzip*:
) Formel 9.12

y1(x) Losung von [Ly; = f;(x) =2 y(x) =c¢; - yi(X) + ¢ - ya(X) ist Losung von

y»(x) Losung von Ly, = £5(x) fLy(x) =c;-fix)+c¢cy - fz(x)‘ wobei ¢y, c; € R beliebig
Beweis: Ly =1; |-c1 L(ciy1) = ciLy; = cify |+

Ly2 = fz |'C2 L(Cz}’z) = C2Ly2 = szz |+

L(ciy1 + c2y2) = L(c1y1) + L(c2y2) = cify + cof
Folgerungen daraus sind :
Sei: iiig; _ ff)(x) =2 y(X) = ya(X) + yp(x) ist Losung von Ly(x) = f(x)
Sei: Lyn(x)=f(x) =2 ys(X) = [yn(X)] = yn(X) — yp(x) ist Losung von Lys(x) =
Ly,(x)=f(x) 1-fx)+(D-f(x)=0
Dass heilt ysist die Losung der homogenen DGL - analoge Aussage zu Satz 9.1.:

Die allgemeine Losung der DGL Ly(x) = f(x) hat die Darstellung y(x) = y, + yp(X), wobei
yn(x) = allgemeine Losung der homogenen DGL Lyx(x) =0 Formel 9.13
yp(x) = partikuldre Losung der inhomogenen DGL Ly, (x) = f(x)

9.4.1. Bestimmung der allgemeinen Losun x) der homogenen DGL.:

hat man zwei Losungen y(X), y2(x) gefunden, so sind nach Superpositionsprinzip alle
Linearkombinationen ‘y(x) =c - yix)+co- yz(x)‘ auch Losung

Frage: hat man damit schon alle Losungen der homogenen DGL gefunden?

Definition 9.3.: Zwei Funktionen y;(x), y2(x) fiir x € 1 (Intervall auf dem die Losungen
gesucht werden) heillen linear abhingig, wenn eine Konstante ¢ € R existiert, so dass:

‘yz(x) =c-yi(x) Vxe I‘ oder ‘yl(x) =c-y)x) Vxe I‘. Sie heiflen linear unabhingig, wenn
sie nicht linear abhéngig sind. Eine Antwort auf obige Frage liefert:
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Satz 9.4.: Sei y;(x), y2(x) ein Paar linear unabhéngiger Losungen der homogenen DGL
Ly(x) =0 (bzgl. der GGL 9.11), dann lautet die allgemeine L.osung der homogenen DGL.:
Yh(X)=cp-yi1+¢r-y2, wobeicy, ¢ € R‘
Bestimmen von zwei linear unabhéingigen Losungen vy, y»
Idee: suche Losungen der Art: ‘y(x) = ekx‘ mit geeignetem A
Einsetzen in die DGL [Ly(x) = O liefert:
Lyx) =y (X)+a-y (x)+b-y(x) =A™ +ale™ +be™=e™. A2+ad+b)=
Dass heif3t: ist Losung von Ly = 0, falls (A2 + a-A+ b) =0 Formel 9.14
»charakteristische Gleichung”

2
Losungen sind: |4, , = ——+ Z -b

2
1. Fall: A; #A,, Ay, reell, dass heifit % —b >0 dann sind y,(x)= e’ und y,(x)= e®* linear

unabhiingige Losungen

2
2. Fall: A = A , Ay» reell, dass heiBt % —b=0

. zunéchst nur eine Losung y,(x) = eh*
° iber Variation der Konstanten, dass heif3t mit dem Ansatz y(x)= c(x)-e™*, ermittelt

man eine zweite linear unabhingige Losung: y,(x) = x-e""
2
3. Fall: A = a + i-B komplex, dass heift % —b<0

o dass heift man hat die komplexen Losungen
ya(x) = eI 2 o0X L o 2 o%% eox (Bx) + i-sin(Bx)]
y.(x) = e TP = g% LB 2 0% [eox (Bex) — i-sin(Bx)]
. durch Linearkombination:

1 1
yi = 5 (y++y) und y,= Z - (y+ —y.) erhilt man

lyi =e** - cox (B-x) y» = e“™ - sin (B-x)| als reelle und unabhiingige Losungen der
homogenen DGL 2 yu(X) = ¢1y1(X) + c2y2(X)

9.4.2. Bestimmung der partikuliren Losung y,(x) der inhomogenen DGL:
Ziel: finde eine spezielle Losung yp(x) der DGL Ly, (x) = f(x)

Behandeln 3 Methoden: 1.) Variation der Konstanten
2.) Ansatz fiir spezielle f(x)
3.) Laplace-Transformation
1.) Variation der Konstanten (Vorteil: geht fiir V{(x)):
o mit den Losungen y; »(x) der homogenen DGL macht man den Ansatz
¥p(X) = c1y1(X) + c2y2(x) und bestimmt ¢(x), ¢2(x) so, dass Lyp(x) = f(x) erfiillt ist.
Dies fiihrt auf ein GLS fiir ¢;"(x), ¢ (X):
Vi) - €1’ (), + y2(x) - €2’ (x) = 0

‘ 0 y(x)
YU -’ (%), + 2 (X) - e’ x) =f(x) ¢ (%)= %
. man erhilt folgende Losung:
— [ (), (%) —f () ()
Yo =1 () .[de"‘ Y, (%) J-de Formel 9.15
ci(x) c2(x)
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»(x) y,(x)
»wx) o y, (x)
Bemerkung: man kann zeigen, dass W(x) # 0, wenn y;(x), y2(x) linear unabhéngige
Losungen sind

problematisch: Bestimmung von Stammfunktionen fiir die Integrale

moglich wire auch eine numerische Berechung der bestimmten Integrale

wobei: W'(x):= ,» Wronski-Determinante

W(s) W(s)

C(x)= I Mds analog fiir |C,(x) = jMds ; Xo beliebig, aber fest

2.) Ansatz fiir spezielle Typen von f(x):

Typ 1: f(x) = (ag + a1'X + a3-x2 + ... + a,x") - e

bestimme k:= Vielfachheit der Nullstelle A = p zur charakteristischen Gleichung
D2 + h-a+ b = 0|, dass heiBt
0, wenn A = p keine Nullstelle
k:= 1, wenn A = p einfache Nullstelle

2
2, wenn A = p doppelte Nullstelle (d.h. Fall 2: % ~b=0und y*= —%)

der Ansatz fiir y,(x) lautet:

Yp(X) = x5 (Ag+ Apx + Agx2+ ...+ Apx") - e wobei Ag, A1,..., A, Zu
bestimmende reelle Konstanten sind, sie werden bestimmt durch:
- Einsetzen des Ansatzes in DGL - Koeffizienten-Vergleich

Spezialfall: f(x) =ap + a;'x + ax2+ ... + a,;'x" hierist u=0,denne"* =1 VXx,
dass heiBt f(x) = (agp + a;-X + a»X2 + ... + apx") - e

- Ansatz: y,(x) = X< (Ag+ Ai-x+ Arx2+ ... + Ap'x") wobei k := Vielfachheit der
Nullstelle A = p = 0 zur charakteristischen Gleichung

Beispiel: y(x) + y'(x) — 2y(x) = 3x-e2*

Sa=1 >b=-2
charakteristische Gleichung: A2+ A -2 =0 A =1, A=-2 (2reelle Nullstellen)
- allgemeine Losung der homogenen DGL yu(x) = ¢;e* + cp-e?

Typ von f(x): f(x) = (0 + 3-x) - e?* u=2 (k= Vielfachheit der Nullstelle A =2 =0
Ansatz:  yp(X) = x" - (Ag + A-x) - e2* - keine Nullstelle)
Yp(X) = (Ag + Ap-x) - e |- (-2)
Yp (%) = {(A1) + 2(Ag + Arx)} - = {(A1 +2A¢) +2A1:x)} e¥ | 1
yp () = {2A1 + 2[(A1 + 2A0) + 2A1-x]} -€¥" = {(4A| + 4A¢) + 4A,x]} - |- 1

yp” + yp’— 2yp = {[—2A0] + [—2A1]'X + [A1+2A0] + [2A1]X + [4A1 + 4A0] + [4-A1]X}-e2X
={[5A; + 4Ao] + 4[A;]x}-e¥* = {0 + 3x}-e?" = f(x)
Koeffizientenvergleich: Ao+ 5A;=0 2> Ag= —'¥;
4A,1=3 2 A1 =%
yp(X) = (=%, + ¥%x) -e¥* > allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
‘y(x) =ci-e +Cr-e? + (=¥, + ¥x) -ezx|
Yn(X) Yp(X)

Typ 2: \f(x) =(ap+a;rx+... +a,;x") e cos(yx) +(bg+ byx + ... +a,x") -e"- sin(y-x)|

bestimme k := Vielfachheit der Nullstelle A = p + i-y| zur charakteristischen Gleichung
der Ansatz ist dann:
yp(x) = X {(Ag + ... + Apx") " - cos(y-x) + (Bo + ... + Byx") -e" - sin(y-x)]}|
wobei Ay,..., Ay, Bo,..., By zu bestimmende Konstanten sind
der Fall [f(x) = (ag + ... + a,.x") - cos(y-x) + (bg + ... + by:x") - sin(y-x)| entspricht dem
Spezialfall: ju = 0
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> Ansatz: yy(x) = X {(Ag+ ... + Apx")-e"™ - cos(yx) + (B + ... + By-x")-e™ - sin(yx)]}
k = Vielfachheit der Nullstelle b = 0 + i-y = i-y|
Beispiel: y(x) — 2y’ (x) + y(x) = 2x2 - sin (3x)
Charakteristische Gleichung : > A,=1E41-1  A=kr=1

2 yu(X) =cre* + crx-e™

Typ von f(x): f(x) = (0 + Ox + 0x2)-cos(3x) + (0 + 0x + 2x2)-sin(3x)

k = Vielfachheit der Nullstelle h =0+13= 3i\ = 0 (keine Nullstelle)

> Ansatz: yy(x) = x° - {(Ag+ A;-X + Ayx) - cos(3x) + (Bg + B1-x + Bo:x?) - sin(3x)]}

//Dann y,(x) 2 mal ableiten und in die Ausgangsgleichung einsetzen.
Anschlieflend die Konstanten Ay, ..., An, By, ..., B, errechnen...

Gemischter Typ: f(x) = f;(x) + f2(x), wobei jedes f;» vom Typ 1/2 ist
nach dem Superpositionsprinzip sucht man yp(x) als y,(X) = yp.1(X) + yp2(x), wobei
Ypk(X) durch den Ansatz Ly, «(x) = fi(x) bestimmt wird. k=1, 2
Beispiel: |y "(x) — 3y (x) + 2y(x) = sin(2x) + &
fi(x) BH(x)
Charakteristische Gleichung : 2> M=2 k=1
yh(x) = cie™ + coe™™
Typvonf;:  fi(x) =sin(2x) =0 - cos(2x) - e™ + I - sin(2x) - ™
k = Vielfachheit der Nullstelle A = p +i-y =0 +i-2 = 2i = 0 = keine Nullstelle, k=0
Ansatz: [yp.1(x) = X" - {Ag - cos(2x) - e + By - sin(2x) - €™} = Ag-cos(2x) + By-sin(2x)
Bestimme Ay, By durch einsetzen von y, (x) in DGL \Lyp, 1(x) = fl(x)\ und

Koeffizientenvergleich =2 |Ag = i , Bp = —i
20 20
Typvonfy: fr(x)=e*=1-e'™ ist vom Typ 1, dass heifit fo(x) = pn(x) - e"*
h=0

k = Vielfachheit der Nullstelle A=p=1->k=1

Ansatz: \yp 2(x)=x'-Ag-e =Ag-x- ex\ (Bemerkung: Ay ist anders, als bei f))
Bestimme A durch Einsetzen von y,, in DGL \Lyp,z(x) = fz(x)| und
Koeffizientenvergleich Ap = -1

- allgemeine Losung: y(x) = cie* + coe® +{ = cos(2x) — L sin(2x)} — x-e*
g g y( ) 1 ¥ol%) 2 {20 ( yzl(x)zo ( )} Yoa(X)

Losung eines Anfangswertproblems (AWP): [Ly(x) = f(x)| € DGL
Anfangsbedingungen : y(xo) = wo, Y (X) = w;
1.) Bestimme allgemeine Losung der DGL y(X) = c1y1(Xo) + C2y2(Xo) + yp(X) VX

y(Xo0) = c1yi(Xo) + C2y2(X0) + yp(X) = Wo

2.) Bestimme ¢4, ¢, aus der AB: )
) b y'(X0) = C1y1(Xo) + C2ya(X0) + Yp(X) = W

Laplace-Transformation zur Losung eines AWP:

Vorteile der Methode:

- Trennung in y,(x) und y,(x) nicht notig

- Bestimmung von ¢, c; beim AWP ergibt sich automatisch
Idee: man nutzt die eindeutige Korrespondenz zwischen.

Originalfunktion f(x) < Bildfunktion F(s)

(Bezeichnung in Kleinbuchstaben) (Bezeichnung in Groflbuchstaben)
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____________ >
<___:é_'1 ______ _
f(x) = £'{F(s)} F(s) = £{f(x)}:=jf(x) e dx,s>0
£ 0
Losungsprinzip: AWP fiir y(x) ------- > Gleichung fiir Y(s) = £{y(X) }/Laplace-Transformation
yx)=¢ ! {F(s)} <--==------ Y(s) =Formelins  /Riicktransformation
Formeltabellen und Rechenregeln:
f(x) F(s) = £ {f(x)} F(s) f(x) = £'{F(s)}
| n—1_ax
I — e
s (s—a) (n=1)!
ax 1 1 1
€ _— —e“ sin(bx
sS—a (S — a)2 — b2 b ( )
cos(bx) Zj-bZ 1  cos(b)
s e“ cos(bx
b (s—a)y —>b2
Sin(bx)
52+ b?

Linearitét: Laplace-Transformation: £{cf(x) + c,g(x)} = ;1 L{f(x)} + c2&{g(x)}
Riicktransformierte : fl{ch(s) +cG(s)} = clfl{F(s)} + czfl{G(s)}

Differentiation: sei F(s) = £{f(x)} dann gilt:

L{f'(x)} =s - F(s) - (0)

L{f"(x)} =s%-F(s) —s - f(0) — £(0)

Beispiel: 16se das AWP:  y7(x) -4y (X) +4y(x) =1 + e y(0)=0 y(0)=1

1.) Transformation der DGL :
Sy ()} +4-2{y (0} +4-2{y(x)} = {1} + £ ™)}

. 0! 1
[s2Y(s) —sy(0) =y (0)] + 4-[sY(s) —y(O)] + 4 Y(s) = — 7~
S s—(-2)
Y()[s2+s+4]-1= L /IGleichung fiir Y(s)
s s+2
.. . 1 1 1 1
2.) Losung fiir Y(s): Y(s) = + + ) | -&
(s+2)2 s(s+2)? (s+2)3
Partialbruchzerlegung ;:é+ B + ¢ éAzl,B: -—,C= L
s(s+2)2 5 s+2 (s+2)? 4 4 2
3.) Riicktransformation angewendet auf (*)
YY)} = &' S S O [A- elip el e [ —— PR !
s(s+2)? s s+2 (s+2)? (s+2)3
2-1 _—2x 1-1_Ox 1-1_—2x 3-1 2x 2
Yo =(1+0)—f 442 ¢ 1pr ¢ X ¢ (1+C)%+A+%+%e‘2x
e e

e-n Ca-n! T a=nl G-
2
:_x'e—2x+l_le—2x_x_e—2x

2 4 4 2
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9.5. Zur numerischen Lésung von AWP: ,
y (%) = f(x, y(x))

y(X) =Yo

° Betrachten das allgemeine AWP 1. Ordnung:
Man sollte dann an Stiitzstellen x; = Xo + i-h

1=0, 1, ...mit der Schnittstelle h > 0
(hinreichend klein) Nédherungswerte y; mit

yi= y(Xi)

(exakte Losung an x = x;)

° Die y; werden rekursiv berechnet: yo 2 y1 2 y2 2 .2 yi 2...2 ¥
° Die einfachste Methode ist das EULER-Verfahren:

. DGL fiir x = x;: y(x;) = f(x;, y(x;)) = Yier — Vi

h
Idee: bestimme yi,; so, dass: % =f(x.,y,)
- Rekursionsvorschrift : yi, = y; + h-f(x;, yi) Vi=1,2,...
o Man kann folgende Fehlerabschidtzung beweisen:
i lyi —yx[ < C(T) -h Vxi € [xo, x0 + T]
. genauere Verfahren sind die sogenannten RUNGE-KUTTA-Verfahren (sieche

Literatur)
. diese Verfahren sind in Software-Paketen enthalten (z.B. MATLAB). Zu
programmieren ist nur noch die Funktion f(x, y(x)), dass heit function (x, y)...
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10, Fourier-Reihen:
10.1. Periodische Funktion:

. Viele technische oder naturwissenschaftliche Prozesse sind periodisch
Definition 10.1.: Eine Funktion f: R = R hei3t ,,periodisch mit der Periode T (T > 0) oder

kurz ,,T-periodisch*, falls gilt: ff(x + T) = f(x) Vx €

f stetig f unstetig

Beispiel: harmonische Schwingung
f(x) = A - sin(o-x + @)

Amplitude Kreisfrequenz Phasenkonstante

®oXo+ =02 Xx0= _?
w

fx+T)=A" sin(0(x+T)+¢)=1f(x)=A - sin(o-x +¢ + T
f(x) = A - sin(o-x + @) = A - sin(®-X + ¢ + 2nn) Vne N

° T ist Periode, falls ®-T = 2nm, dass heifit T = nz—ﬂ- - kleinste Periode ist T = 2—7[
10 10
° Andere Darstellung von f(x): (iiber Additionstheorem)

f(x) = A - {sin(9) - cos(®-x) + cos(e) - sin(w-x)}
> \f(x) =a-cos(p)+b- sin(w-x)\ mit\ a=A-sin(p),b=A"- cos((p)\

10.2. Definition und Berechnung der Fourier-Reihe

° Fourier (franz. Ingenieur) stellt 1807 Slie These auf:
Jede periodische Funktion f(x) ldsst sich als Uberlagerung (od. Superposition) harmonischer

Schwingungen darstellen: f(x)= a_20 + z [ak -cos(k-@-x)+b, -sin(k - @- x)] Formel 10.1

=1 = Ay -sin (k- o X + @)
27T 2z
Periode: |7, = ——|und ‘T =—
k- w

Motivation: Fourier-Reihen sind wichtig zum Beispiel fiir die Losung partieller DGL
Grundlegend fiir die Berechnung sind folgende Orthogonalitdtsbeziehungen:
Seien @, ¥ zwei Funktionen aus dem folgenden Funktionensystem

Dd(x), Y(x) € {1, cos(k- ® -x), sin(k- ® -x), k =1,2,...} mit a):277[

T
(@, W) = [D(x)- W(x) dx=0 falls @ # P Formel 10.2
Skalarprodukt 0

(W, P) = j [ (x)]? dx=

0

9 {T, falls W= 1}

T
5, sonst

Wie hingen ai,bx von f(x) ab?
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a,

f(x) :7"'5:[% ~cos(k-@-x)+b, -sin(k - a)-x)] | - P(x), T...dx

k=1 0

(f.,WP) =“—2°j1-\y(x) dx +ji[ak -cos(k - @ x) +b, -sin(k - @- x)]- ¥(x) dx

0 k=1

TA 2 =“—2°-<1, ) +i [a, - (cos(k - @- x), ¥ (x)) +b, -(sin(k - @- x), ¥(x))]

k=1

w=15 (1) = L) a= 20
¥ =cos(k- ® x) :> (f,¥)=q, -(cos(k-@- x),¥)> q, :%(f,\w

Analog: ¥ = sin(k- ® -x) :2> bx= %(f,‘i’)

Als .. Fourier-Koeffizienten* von f(x) erhilt man:

.. 2 .
Voraussetzung: f(x) T-periodisch, @ = 77[, Xo beliebig

o %0 o %0tT Formel 10.3
a =7 Jf(x)dx a == Jf(x)-cos(k-a)-x)dx

2xn+T
b= xjf(x).sm(k-w-x)dx

T
Bemerkung: Eigentlich hat man die Integrale J. dx , man kann aber zeigen, dass
0

xo+T

T
j-g(x) dx = Ig(x) dx|, falls g(x) periodisch
0

X0

Definition 10.2.: Die mit den Koeffizienten ay, by aus (10.3) gebildete Reihe (Grenzfunktion)
F(x)= % + Z[ak -cos(k-w-x)+b, -sin(k-w- x)] heidt ,,Fourier-Reihe zu f(x)“
k=1

Beispiel 10.3.: berechne F-Reihe von f(x) fiir x € [-w, ), wobei f(x) 2n-periodisch

2 v
ao=g-[rxdx:...:0
a —iffx-cos(k-l-x)dx— =0
. 27

2 5. 2cos(k - )
b=—|x-sink-1-x)dx =...= ———=
k 27[_'[:6 ( x) dx r
es gilt: cos(k- ) = (-1)k

—1

sin(k - x)

- Fourier-Reihe von f(x) ist | F(x) = Z— 2
k=1

Frage: bk

1.) Ist die Reihe f(x) konvergent?
2.) Gilt f(x) = F(x)?

©Torben Nentwig 11.6.705



Mathematik fiir Elektrotechniker — Dr. Schieweck WS 04/05 + SS05

10.3. Konvergenz der Fourier-Reihe:

° Sei Fy(x) := ) + Z [ak -cos(k-@-x)+b, -sin(k - w- x)]die n-te Partialsummen-
2 i3
. . L . 2
Funktion (sie ist T-periodisch mit 7= —)
@

Konvergenzarten:
. ,punktweise konvergent im Punkt xo, wenn der Grenzwert F(x() = lim F,(x() existiert
° F-Reihe heilt ,,gleichmdfig konvergent auf dem Intervall [a, B], wenn Ve > 0 dng(€)

so dass: ‘max [F(x) -F.(x)| < ¢ ‘ Vn > noeE)
dass heilit F,(x) liegt im &-Schlauch
von F(x) im Intervall [a, B]

Frage: Unter welchen Bedingungen an f(x) konvergieren die F,(x) gegen F(x)?
Definition 10.4.: Eine T-periodische Funktion f(x) heil3t ,,stiickweise stetig diff bar*, wenn
f(x) und f"(x) auf [0,T] existieren und stetig sind, bis auf endlich viele Ausnahmen x;, Xz,...,Xm

Und die einseitigen Grenzwerte an den Xy existieren
T ) - T £
foa) + 1im (0, £Gact) = lim £1(x)

Satz 10.5.: (Konvergenz der Fourier-Reihe)
Voraussetzung:
. f(x) sei T-periodisch
° f(x) sei stiickweise stetig
Behauptung:
(a) Fourier-Reih F(x) konvergiert punktweise in allen xg
(b) Auf jedem Stetigkeitsintervall [a, B] von f(x) konvergiert die F-Reihe gleichmifig
(c) F(xo) = f(xp) in allen Stetigkeitspunkten xo von f(x)
‘F(Xo) =12 (f(x¢.) + f(x0+))| an jeder Sprungstelle x( von f(x)
o F(x) und F,(x) fiir Beispiel 10.3.:

10.4. Spezialfall einer geraden oder ungeraden Funktion.

Definition 10.6.: eine T-periodische Funktion g(x)
heilit ,,gerade*, wenn
g(-x)=g(x) Vxe (0,T2)

Eine T-periodische Funktion u(x)
heilt ,,ungerade*, wenn u(—x) = —u(x) vx € (0, T/2)

Eigenschaften: (g(x) sei gerade, u(x) sei ungerade)

PA % A
j g(x)dx= 2-Ig(x)dx, Iu(x)dx =0,
A 0 A
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Anwendung bei Berechnung der Fourier-Reihe einer Funktion f(x):

1. Fall: a, = 2 j £ (x) cos(kes) dxzij £ (x)cos(kesx) dx
&7 2(x) Iy
0%
b= [ Feoysin(kwx) dx=0
o w® Formel 10.4

7 S i
, _
> la, :?J. f (x)cos(kwx) dx, b, =0| > F(x) :a_20+zak cos(kwx) i{eé?ﬁecos
0

k=1

7
2. Fall: 0 =2 [ £y cos(kam) dx=0

-4 u(x) ungerade Funktion

5% W
b= j f @sin(kon) dx=— j £ (x)sin(kewx) dx
7 g(x) gerade Funktion

- Formel 10.5
4% . a & . reine sin-
a=0,b, = [ £(osintkan) dx| > F(x) =2+ 2 b sin(ko)  Reie
0 k=1
. 1,xe[0,7)
Beispiel: f(x)=
-1, xelx,2x)

Periode sei: T =2n
Schlussfolgerung: f(x) = ungerade
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11, Potenzreihen:

11.1. Definitionen und Beispiele:

Definition 11.1.: Unter einer ,,Potenzreihe’ (P-Reihe) versteht man eine Reihe der Struktur

Zak (x— xo)k mit ,,Koeffizienten* ax € R und dem ,,Entwicklungspunkt* xo € R. Es gilt die
k=0

Vereinbarung: (X - xo)o =1Vxe R.

. Haufiger Spezialfall ist xo = 0 = P-Reihe Zak xt

° Die zugehorige Partialsummenfolge { f, (x)}:’=0 mit f(x)= Zak (x— xo)k
k=0

Besteht aus Polynomen. Vorteil: - leicht berechenbar
- leicht zu differenzieren und integrieren
Ziel: eine gegebene Funktion f(x) fiir x € I darstellen als

fx)= iak (x—x) = }i_;gzn:ak (x—x,)" f.(x) = Niherung fiir f(x)

Anwendung: - Ermittlung on Ndherungsformeln fiir Integrale
- Losung von DGL (siehe Ubung)

1 oo
Beispiel 1: ,,geometrische Reihe*: 1—x = Zxk firxe (-1, 1) Formel 11.1
—X k=0
Hierist xo=0,a,=1Vk=0, 1, ...
. = (-1 -
Beispiel 2: [sin x = Z#xz“l firx e R
o (2j+D! Formel 11.2

Hier ist xo =0, ax = { -D? fallsk = 2j+ 1 ungerade; O fallsk=2j Vk=0,1, ...}
k!
Beachte: fehlende x-Potenzen haben den Koeffizienten ax = 0
11.2. Konvergenzaussagen:

o Wie bei Fourier-Reihen hat man die Konvergenzarten:
,Punktweise konvergent im Punkt x*‘, wenn der Grenzwert existiert:

f(x) =}'§5012ak (x— xO)" =f,(x) und ,,gleichmdifiig konvergent auf [a, f]*, wenn f,(X) im
k=0

e-Schlauch um f(x) liegt. ¥n > no(¢)
Satz 11.2.: (Konvergenz der Potenzreihe)

Zu jeder P-Reihe z a, (x— xo)k existiert ein eindeutig bestimmbarer ,,Konvergenzradius
k=0

r € [0,], so dass die Reihe punktweise konvergent ist VX mit |x — Xo| < T,
dass heiftx e I = &xo— 1, Xo+ 1) und divergent ist VX mit |[x — Xo| > 1.

onvergenzintervall

Die Reihe ist gleichmiBig konvergent auf jedem abgeschlossenen Intervall
o darf nicht auf xo—r liegen
B darf nicht auf xo + r liegen
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Bemerkung: Das Konvergenzverhalten in den Randpunkten xo—r, X+ r ist von Fall zu Fall
verschieden uns muss extra untersucht werden
Sonderfille: Reihe divergiert Vx # xo und konvergiert nur fiir x = xo und

Beispiel: Z k! x*
k=0

Reihe konvergiert Vx € R
Beispiel: Zl x
o k!

Bestimmung des Konvergenzradius r:

Untersuchung der punktweise Konvergenz Zak (x—x,)" = ZCk
—{ k_

konvergent q < 1

. R o o .
Quotientenkriterium: q = Lglgo—c > ch ist { divergent q > 1

k
|k+1 |
a | a
K+l
=|x — x|- lim =

|1<1| |ak 1| |x Xo
q=lim—=lim—
k> |a| ak

k> |C | keoo |a |

o= x|

1.Fall: g=0 q<1 - Reihe konvergiert Vx € R 2>

2.Fall:g>0 q=[x—-Xo|-g <1 fiir x mit |[x — x¢| < 1/g ist Reihe konvergent
q > 1 fiir x mit [x — Xo| > 1/g ist Reihe divergent

ér:l
8

Satz 11.3.: Voraussetzung: ay # 0 Vk > ko, kofest, hinreichend grof3

Behauptung: fiir den Konvergenzradius r der Reihe Z a, - (x—x,)" gilt:

k=0
1 . |a . .
r= = 113590 | k| falls der Grenzwert existiert (als endliche Zahl, oder als +) Formel 11.3
lim B4 |ak+1| |ak+l|
k> |ak |
Beispiel: Z—xk > lim | | =lim i —hm(k+ D! =lim(k +1) =400 >
p 1 k> k>

|a/<+1| i () » k!

Die Fille ,.ax = 0 fiir unendliche viele k*:

° Formel (11.3) nicht anwendbar
. Losungsweg elementar iiber Quotientenkriterium mit x als Parameter
o J ) ) oo
Beispiel: Z(.i QT X2 =Z ¢, (hier: ax = 0 Vk = 2j +1)
o Jtl
c . ( 1) j+l + 1 2] x2j+l
q= lim 2 = lim | i+ P | = lim 2.2

Pl T e el R R

Reihe konvergent fiir ¢ =2/x2 <1 |x|< \/; r= 4/ Konvergenzradius

Reihe divergent fir: ¢ = 2|x|2 >le |x| > \/g Konvergenzintervall I = (— \/z ’ \/% )
11.3. Differentiation und Integration von Potenzreihen:

Satz 11.4.: (a) In allen Punkten x € I = (xo—r, X+ 1), wobei r = Konvergenzradius, ist die

Grenzfunktion: f(x)= Z a,-(x— xo)k definit, stetig und beliebig oft differenzierbar.
k=0
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(b) Die Ableitungen von f(x) erhélt man durch gliedweise Differentiation
F)=)a, k(x—x)"" fr@=>a, k-(k=1)-(x—x)"*
k=1 k=2
(c) Auf jedem abgeschlossenen Intervall [(x Ble I=(xp—r, xo+ 1) ist f(x) gliedweise

B
integrierbar, dass heil3t If(x) dx= ZIak |x x0| dx= Z[ak A i—l '|x—xo|k+l}

k=0 &

Beispiel: aus der geometrischen Reihe: % = Zx Vxe (-1, 1)
— X =0

1 - kl
9( j (1 x)2 => k- vx € (-1, 1)

I-x k=0

Beispiel: 1 =
I+

e t)_kz(;( 1)* _Z( D*f vxe (-1, 1)

Fiir x € (0, 1) folgt durch gliedweise Integratlon tiber [0, x] € (-1, 1):

- . . [k+l *
j_d;_ j( D*t*ar [1n|1+t|]0=;{ -D' k+ll

k+1
ln|1-x|-ln1—2{( 1 +1—0} (%)

k=0
0

(*) gilt auch fiir x € (-1, 0), denn j:—j und [x, 0] < (=1, 1)
0

X

o _ k
Sllnfi+x= ED | vx e CL1) Formel 11.4
=l k+1

11.4. Die Taylor-Reihe einer Funktion:

sei f(x) darstellbar als f(x) = Zak (x— xo)k Vxe I=(Xxo—0, X0+ 0)
k=0
Frage: Wie hingen die Koeffizienten ax von f(x) ab?

f(X()) =Qagp+ a1(Xo — X())1 + ... =Qp
f(x) ist Vx € I beliebig oft gliedweise differenzierbar

f'(x) = iak -k(x—xo)k"1 =f'(xg)=a;- 1

k=1

"(x) = iak k(k=D(x—x) =f"(xp)=a-2- 1

k=2

f(x) = iak k(k =1)..(k —n+1)(x—x)™" =f"(x0) = a, - n!

k=n

>a, = l'f"”(xo) firn=0,1,2, ...
n!
Definition 11.5.: Ist f(x) auf I = (Xo — 0, Xo + 0), 0 > 0, beliebig oft differenzierbar. So hei3t die

Potenz-Reihe: T, (x)= z f (k)(xo )x— xo)

wLaylor-Reihe von f(x) mit Entw1cklungspunkt X0.
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Aus obigem folgt: f(x) als P-Reihe darstellbar Vx € 1= (xo— 9, X+ 0) 2 f(x) = Te(x) Vx € 1

1 1 < -
Beispiel: f(x) = = = —x2)" = —1)*x*
piel: 00 = T = 1" Z( ) Z( )
Dass heiBt f(x) ist als P-Reihe darstellbar = f(x) = T(x) = zl' 2% ) (x—x,)’
=0 J:
Vx e (-1, 1), xo = 0 > f%90) = 2k!-(-1)*
Beachte: es gilt immer f(x) = T¢(x), z.B. fiir:
Flx) = e ", x#0
0,x=0
wann gilt f(x) = Te(x) ?
° Die Partialsumme von T¢(X) ist: Ty(X) := Zl‘ f (")(xo)(x— xO)k

k=0 K:
° Es gilt: f(x) = Ta(x) + Ra(x)
also: f(x) = T¢(x), genau dann, wenn |R,(X)| =

(n-}—l)! f(nm(fx)(x_ xo)n+l 3 0
Bemerkung: ,,in Funktionentheorie*: wenn f(z) komplex differenzierbar V|z — x¢| < 0

f(z) = 1 _ 1
1+z2 (z=i(z+10)

so gilt: f(z) = Te(z) V|z — Xo| < 0
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12. Differentielrechnung skalarer Funktionen in mehreren Variablen:

12.1. Grundlagen und Begriffe:

Punktmenge im R™:

° ,,Punkt“ x € R" ist ein Vektor x = (X1, Xo, ..., xn)T, wobel x; € R die Koordinaten des
Punktes sind
bei mehreren Punkten wird oben indiziert: X(O), x(l), ey x®
° SAbstand zweier Punkte X = (X4, Xo, ..., xn)T und a=(ay, ay, ..., an)T
n
||x - a” = Z (x;, —a;)? Formel 12.1
i=1
. ,.r-Umgebung* (r-Kugel) eines Punktes a € R" ist die Menge

Ula)={xe R":|x—a| <1}
//Umgebung um den Punkt a mit Radius r

° x heiBt ,,imagindirer Punkt* der Menge D — R", wenn ein r > 0 existiert, so dass Uy(x)
cD

. x heiBit ,,Randpunkt von D*, wenn in jeder Umgebung U(x) ein Punkt aus D und ein
Punkt aus R" \ D liegt

° Menge D heilit ,,offen, wenn jeder Punkt x € D innerer punkt von D ist

. Menge D heilit ,,abgeschlossen*, wenn jeder Randpunkt von D zu D gehort

Definition 12.1.: Unter einer ,,skalaren Funktion in n Variablen* versteht man eine Abbildung
f: D = R mit Definitionsbereich D — R", die jedem Punkt x € D einen skalaren Wert f(x) €
R zuordnet: x = (x4, X2, ..., xn)T e D2 y=1f(xy, X2, .., Xp) € R

Unter dem ,,Wertebereich* von f versteht man die Menge W := {y € R : es existiert x € D mit

y =1(x)}

Andere Schreibweisen:

° Anstelle on y = f(xj, X2) schreibt man oft z = f(x, y) (wegen (X, y, z)-
Koordinatensystem)

° Anstelle on y = f(x;, X) schreibt man oft w = f(x, y, z)

Beispiel: sei K ¢ R3 Punktmenge eines Korpers und [0, T] ein Zeitintervall f(x;, X2, X3, X4) =
Temperatur im Punkt x = (x, X, )(3,)T € K zum Zeitpunkt t = x4
Beispiel: explizite Zuordnungsvorschrift

3 itd =R2\ {(0.0)")

X2+ y?

f(x,y)=sin(x—y) +

geometrische Darstellung von f(x) fiirn =2 :
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Definition 12.2.: Die ,,Niveaumenge* von f : D = R zum Niveau ¢ € R ist die Menge
N () :={xe D:f(x)=c}
Beispiel: f(x,y)=x2+y?+ 1, Niveauc =2
f(x,y)=x2+y2+ 1 =2 > x2+y2=1 (Kreisgleichung)

12.2. Grenzwert und Stetigkeit:

Definition 12.3.: Eine Punktfolge (xV} e R konvergiert gegen einen Punkt a € R”, in
Zeichen: a = llI{l x* , wenn llmjlx - a|| =

° Man kann zeigen: |a = 1im x* genau dann wenn a; = limx;® Vi=1, 2,.. nhi‘ormel 12.2
Definition 12.4.: Sei f: D 2 R, D c R", a € D oder a sei Randpunkt D
. f(x) hat in a (oder: fiir x = a) den Grenzwert g, in Zeichen: limf(x)=¢g

wenn fiir jede Punktfolge {x*} c D mit lim x(k)

° f heif3t im Punkt a € D stetig, wenn f(a = lim f(x)
. f hei3t auf M stetig wobei (M c D), wenn f in allen Punkten a € M stetig ist.

X, X, ,
—_— 0,0
Belsplel: f(Xl’ XZ) = 4x1 +5x2 afur(-xlaxz i( 2 ))
0, fiir(x,, x, = (0,0))
1. Folge: x® = (.0) T konvergiert gegen a = (0, 0)"
1 .0
k%oo 4. ( )2+5 (0)2
2. Folge: x® = 1, k) konvergiert auch gegen a = (0, 0)"

1.2
(k))—hmf(k,k lim k& =lim 12 =i

e 4 (LR45-(22 244522 12
also verschiedene Grenzwerte fiir unterschiedliche Folgen - Grenzwert existiert nicht
- fist nicht stetig in a = (0, 0)"
Beachte: Auch hier gelten die iiblichen Grundsitze und Verkniipfungsregeln fiir stetige
Funktionen: f+g, f- g, f/g (g #0), und @(f(x)) mit @(t) = reelle Funktion

lkiggo o(f(x) = (p(ll(iggo f(x)), falls @(t) stetig

gilt lingf(x) =g

,a=(0,0)"

lim f(x( ) = lim f(+,0) =

hm f(x

12.3. Partielle Ableitungen und Gradient:

° seif: D => R, DcR", und a ein Punkt von D
° wir betrachten die ,,i-te partielle Funktion f;** X;
9 f(al,'-',ai—h Xis ai+1,---,an) = fi(Xi)

alle Variablen x; # x; haben den konstanten Wert x; = a;

af (a) f(a))_lmf(xl)_f;(a,)

X, —a,
f(a +t) fi(a,)

x%d
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Definition 12.5.: Unter der ,,partiellen Ableitung von f(x) nach x; im Punkt a* versteht man die

_ Dy _ .
Zahl 8i(a) lim fila,y..na, ,a;,,,a.,,....a,)— f(a,,...a,) lim fla+te)— f(a) wobei ¢
xi >0 t t=>0 t
0
=|1|< i-te Zeile
0
Falls der Grenzwert existiert, so heift f(x) im Punkt a nach x; partiell differenzierbar. Ist f(x)
in jedem Punkt a = x € D nach x; partiell differenzierbar, so ist ai(x) wieder eine Funktion
'xi
af . . . (3
a—(x) : D 2 R, die man ,,partielle Ableitung von f(x) nach x;“ nennt.
xi
. . of
Kurzschreibweise: f (x)= a—(x)
; X
Jdf
Zur Berechung von a— ( X ) :Im Formelausdruck fiir f(xy, ..., X,) betrachtet man alle

anderen Variablen x; # x;, als Konstanten und differenziert nur nach x;
Beispiel:  f(x,y) = x4y2 +3x -5y +1

gi(x, Y)=fo(x,y)=4x3y2+3 ai(x, y=f,(xy)=2x"y-5
X ay

Definition 12.6.: Sei : D 2 R, D ¢ R", eine Funktion in n Variablen. Unter dem ,,Gradienten*
von f an der Stelle x versteht man den Vektor

of 0
— x —
ox, ) ox,
grad f(x) = : =Vf(x) mit V= 8 (,,Nabla-Operator*)
= (x andere Schreibweise v
ox, ) ox,

Beispiel:  f(x, y) = e + x2 sin (3y)
NES 1-e"™ +2x-sin(3
grad f(x, y) = f.(xy) _ e 2 X 51.n( y)
(x5 ) 2" +3x2-sin(3y)
Hohere partielle Ableitungen werden rekursiv definiert.

o Zweite partielle Ableitung von f:

02 f o [ of .. ) 0%f 02 f
——=—| — || kurz: = ~ falls 1 = j so schreibt man —— statt ————.
ox,0x;  Ox, (axi j Foy =)y ! ox,2 0x,0xi

o Zweite partielle Ableitung von f:
03 f 0 [ 0%f
= kurz: =
ox,0x;0x,  Ox, (axiax J T = U )
° F heil3t ,l-mal stetig partiell differenzierbar*, wenn alle ersten bis 1-ten partiellen
Ableitungen von f existieren und stetig sind.

Beispiel:  f(x,y) = x2y3 +y:In x D ={(x,y) € R2: x>0}| Beachte: foy = f,x > fist
fi(x, y) = 2xy? + y/x fy (x,y) =3x%? +Inx (mindestens) 2 mal stetig
fux(X, y) = 2y3 — y/x? fyy (x, y) = 6x%y differenzierbar
fiy(X, y) = 6xy2 + 1/x fy(x, y) = 6xy2 + 1/x
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Satz 12.7.: (Vertauschbarkeit bei hoheren partiellen Ableitungen)
Voraussetzung: -f: D> R, D cR"offen
- f ist 1-mal stetig partiell differenzierbar auf D, 12> 2
Behauptung: Bei allen zweiten bis 1-ten partiellen Ableitungen kann die Reihenfolge der
Differentiation beliebig vertauscht werden, dass heit:  f, =7, .

12.4. Die vollstindige (oder totale) Differentiation:

Definition iiber Linearisierung
Riickblick auf den Fall einer Variablen:
f(x) differenzierbar im Punkt a genau dann wenn

Elg € R mit g= hglw
X—2a x _ a
2> 0= hmw —g= lim f(x)_[f(a)+ g(x—a)] _lim r(x)
x2a XxX—a x=a Y—a xeax_a
wobei: h(x) =f(x) - l(x)‘ Fehler der Linearisierung

f(x) :=f(a) +g(x — a) Linearisierung von f im Punkt a
dieser Linearisierungsgedanke wird verallgemeinert:
Definition 12.8.: Eine Funktion f: D = R, D < R" offen, heiBt ,,vollstindig differenzierbar
im Punkt a € D, wenn ein Vektor g € R " existiert, so dass fiir die Linearisierung von f

f(x) = 1(x) + r(x) mit  [I(x) == f(a) + £ (x — a) ailt
hgnﬁ = 1; ] f(x)_[f(a)+gT(x—a)] 0
e [x—d|

Dass heilit r(x) wird ,,sehr viel kleiner, als ||x — a|| fiir x 2> a
; &1
1(x) ausfiihrlich: 1(x) = (X1, Xo) = f@n,s an) + D g, (x,—a,)  g=|

i=1

8n
Anschaulich fiir n = 2:
Fliche: z = f(x, y) wird linearisiert durch
Ebene: z = 1(x, y) = f(aj,ap) + g(x —a;) + g(x — ap)
° Geht durch den Punkt P(a;,a;|f(a;,a2))
. Ist Tangentialebene an die Fliche
z =f(x, y) im Punkt P

Fragen: - wann ist eine Funktion f(x) vollstdndig differenzierbar (Def. 12.8. nicht praktikabel)
- wie erhilt man g € R"

Satz 12.9.: (notwendige Bedingung fiir vollstindige Differenzierbarkeit)

Sei f(x) im Punkt a vollstiandig differenzierbar, dann muss gelten:

(a) f(x) 1st stetig im Punkt a

(b) die partiellen Ableitungen gi(a) existieren
X.

1

(c) es gilt g = grad f(a), dass heillt g; = gi(a) Vi=1,2,..,n
X .

l
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Beweis zu (b). (c):  in f(x) = f(a) + g"(x = a) +1(x)
Setze: x=a + te”, t>0 100

f(a + te?) - f(a) = g"(te™) + r(x)

tghe) =tg

i L@+ e f@ _ | @

lIx —all = [Ite?|| = ¢l = t ;
t |~

of -
ox, -8

Folgerungen:
(1) die Linearisierung von f im Punkt a ist: f(x) = 1(x) + r(x)

mit 1(x) = f(a) + grad f(a)T-(X —a)
(2) die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = f(x, y) im Punkt P(a;,a,|f(a;,a;))

J %)
lautet: z = 1(x, y) = f(a,a2) + a—]; (ar, a)(x—ap) + % (a1, a2)-(y — a) Formel 12.3

of

Beachte: aus der Existenz der 1. partiellen Ableitung a—(a) folgt noch nicht die

i

vollstindige Differenzierbarkeit (3 Gegenbeispiel, zum Beispiel U-Blatt 12, Aufgabe 3)
Satz 12.10.: (hinreichende Bedingung fiir vollstindige Differenzierbarkeit)
Voraussetzung: - f : D 2 R, D c R" offen,

- partielle Ableitung gi(a) existieren und sind stetig fiir allea e D
X.

1

Behauptung: fist vollstiandig differenzierbar in allen Punkten a € D

Anwendung bei der Fehlerrechnung:
Seien Xg = (X01, X025+++5 X()n)T Vektor gemessener GroBen
X = (X1, X2,..., xn)T Vektor wahrer Grof3en
Ax = (Axy, Ax,,..., Axn)T := Vektor der Messfehler
f(xp) = Funktionswert aus gemessener Groflen
f(x) = Funktionswert aus wahren Grofien
Af = f(x) — f(x0) Fehler im Funktionswert
Frage: Wie groB kann |Af| maximal werden in Abhingigkeit von Ax?

. Wenn f(x) im Punkt X vollstdndig differenzierbar, so gilt:
f(x,) +grad f(xO)T-(x -X,)
f(x) = o +1(x) > f(x) - f(xo) = grad f(x¢)"-(AX) + — ” ” e = x|
. T - Jf
Bezeichnung: den Ausdruck df(x¢) := grad f(xo) -(Ax) = Za—(xo) - Ax, Formel 12.4
i=1 OX;
Nennt man ,,vollstindiges Differential von f im Punkt x,*
° Fiir kleine Messfehler Ax wird r(x) sehr klein, dass heif3t
n a f
Afzdf()@:Z% X)) Ax, > |[Af|= Zax X)) Ax‘ (x0 |Ax,| Formel 12.5
i=l i i=1 i

d
sogar ,,=" falls Vorzeichen von ai (x,) und Ax; gleich
X

i

—> Abschitzung fiir kleine Messfehler (in ,,erster Ndherung*) |Af | Z ax |Ax |

Beispiel: Volumen einer quadratischen Pyramide Formel 12.6
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V=3x2y=f(xy)
gemessen [cm]: xo = 15 yo=10
Messfehler: |AX| =[x —x¢| <£0,1
|Ayl =1y = yol < 0,1
V() = f(X(), y()) = % 152-10=750
Fehler im Volumen: AV =V -V,
AV =180 £ o)t )|

X; y;

2

= [2 x50 yo- | A+ 2] [AY] = ... =17.5 > V=750 £ 17,5

12.5. Die Kettenregel:

A. Kettenregel mit einem Parameter:
Gegeben: - Funktion z =f(x4,..., Xp)
- Variablen x; hingen vom Parameter t € R ab: x; = xi(t),i=1,...,n
- dadurch entsteht eine zusammengesetzte (verkettete) Funktion F(t)
z = F(t) = f(x;(b),..., Xx(t)) kurz: z = F(t) = f(x(t)) mit x(t) := (X,..., xn)T e R

Frage: % =F'(t)="?
t

Ubliche Schreibweisen sind: F(r) = Cj{—f(t) = F'(t) analog: x,(t) = %(t) =x,'(t)

Satz 12.11.: (einfache Kettenregel)
Voraussetzung: - f(x,...,X,) hat stetig erste partielle Ableitungen

- es existieren die Ableitungen x,(¢) fiiri=1,...,n
Behauptung: fiir die Funktion z =F(t) = f(x;(t),...,X,(t)) gilt fiir x =x(t)
dz

== Ft)= i%(x) (0 = ()% (O F et fr, (1) 5, (1) Formel 12.7

i

duBere Ableitung  innere Ableitung
Zum Beweis: wir zeigen (12.7) fiir t=to
F(t) — F(to) =f(x(t)) — f(x(tp)) < fist vollstindig differenzierbar in xo = x(to)
= grad f(x(t0))"-[x(t) = X(to)] +1(x(1))
- ” () —x. 1) — x(t
> FO-F@) < F (e HO=5G) | G o) = x(t,)
t—t, ~ O, t—t, @) —x(t)| -1,
fiir t>t: F(1) > xi(to) >0 > £ (1) fiir t > tor
Beispiel: z = F(t) := f(x(t), y(t)) wobei f(x, y) = sin(3x + 2y) und x(t) = €2, y(t) = t'?

> %z F(t)= f.(x,y) - 2()+ f,(x,y)- (1) =3-cos(3x +2y) - 2 +2-cos(3x +2y) - 11

nah Einsetzen fiir x(t) und y(t) > F(£) =cos(32+2¢7)- {6t +1 7}

B. Kettenregel mit mehreren Parametern:

° Jetzt hingen die Variablen x; von k Parametern t,..., ty ab:
X; = Xi(ty,..., t) = x;(t) mit Parameter-Vektor t = (ty,..., tk)T e RX
° Die verkettete Funktion ist dann z = F(ty,..., ty) := f(x1(ty,..., ti),....Xa(t1,..., tk))
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kurz: z = F(t) = f(x,(t),....x()) fiir t € R
Satz 12.12.: (allgemeine Kettenregel)
Voraussetzung: - erste partielle Ableitung von x(ty,..., t) sind stetig im Punkt t = (t,..., tk)T
- erste partielle Ableitung von Xxj(ty,..., tx) sind stetig im Punkt x = (x;(t),..., xn(t))T
Behauptung: fiir die Funktion z = F(t) = f(x;(t),..., Xa(t)) gilt:
%) oF 0 )
8{, ot ()= Z f‘ at (t) Vi=1..k Formel 12.8

J xt J

Beispiel: - Transformation zwischen Polarkoord. (r, ¢) und kartesisches Koord. (x, y)

X =X(r, ) =1-COS @ y=y(r, @)=1-5n @
- aus einer gegebenen Funktion z = f(X, y) entsteht die Funktion

z=F(r, ) := f(x(r, ), y(r, 9)) = fxa(0), x2() ~ mitt=(r, )"
- nach 12.7 gilt:

dz _OF af dx df dy

—=— —+— -cos@+ f. sin

dr or ox or dy or =/ ot/ s

dz _OF _of ox af dy

TRET, o 8¢ 3 a(p =f.(=r)-sin@+f -r-cosgp

12.6. Richtungsableitung und Bedeutung des Gradienten:

Definition 12.13.: Sei f: D 2 R, D c R"offen, a € D und v € R". Unter der
,.Richtungsableitung von [ an der Stelle a in Richtung v*‘ versteht man den Grenzwert
ai(a) = 1'$mf(a+t-r)—f(a) Formel 12.9
v =0 t

of

Im Fall |[v|]| =1 ist a—(a) der ,,Anstieg von f an der Stelle a in Richtung v
v

Veranschaulichung fiir n = 2:

x(t) = a + t-v] Punkt auf der Graden

durch a in Richtung v
F(t) := f(x(t) = f(a + t-v)

of . fla+t-r)=f(a)
av(a)_I}% t

_ . F)-F©) _dF| _.
= 1}%—t—0 m y F(0)

of

Berechnungsformel fiir a—(a) :
v
Nach der Kettenregel fiir z = F(t) = f(x(t)) mit x;(t) = a; + t-v; 1=1,...,
F(t)= Z—(x(t)) x,(¢) fir t=0mit x;(0) =a g—f(a) = iai(a) -v, = grad f(a)T-v
Vv .

i=1 xi
Spezialfall v = e i-ter Einheitsvektor e"” (0...1...0)T - f ( )= ai(a) Formel 12.10
xi
Richtungs- Part.
Richtung des stéirksten Anstiegs von f: aRlilce}:fEEg R I s
-

Frage: Fiir welche Richtung v € R" mit ||v|]| = 1 wird der Anstieg g—(a) = grad f(a)T-V
\

maximal? Nutze Formel: G-b = ||ﬁ|| . HZ;H -cos(Z(a, b))
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%(a) = |Igrad f(a)||-[|vI|-cos(£(grad f(a), v))

konst. Vv =1 wird max. 1 fiir £ =0 -> dass heiBt vy = A - grad f(a) mit L >0

Antwort: Im Fall grad f(a) # 0 gilt:

Der Anstieg g—f(a) wird maximal fiir v = vyx mit
v

1
ax = ————— grad f(a) (Beachte: [V, = 1)
|grad r@|
. . : . of
der maximale Anstieg von f im Punkt a ist

HDer Gradient grad f(a) zeigt in Richtung des stirksten Anstieges der Funktion f im Punkt a.\

(a) =|lgrad f(a)]]

12.7. Die Taylor-Entwicklung

Satz 12.14.: (Taylor’sche Satz)

Voraussetzung: - f : D 2 R, D < R" offen, xo = (X1, ..., xo,l)T € D Entwicklungspunkt
- Verbindungsstrecke xox < D
- fist (N + 1) stetig partiell differenzierbar

Behauptung: es gilt die Entwicklung von {(x) in ein Taylor-Polynom vom Grad N mit

k
Entwicklungspunkt xo: | f(x) = z [Z( 8 } ~f(x)+ Ry (x) Formel 12.11
i Resto
Wobei: 0! = 1 und [...] =1
N+1
Mit RN(x)_ {Z( J } f(x,+Hx—x,)) mit ¥ e (0, 1)
1) ! aX[ & Zwischenpunkt auf xox

Der Fall n = 2. Tavlor—Entwwklung von f(x, v):

fx,y)= Z |:(x X,) §+(y_)’0)aa_y:| J(X0599) + Ry, Z_Sk""R

o k
Aussehen der Summanden sy:

= [“-]Of(xo’ Yo) = f(Xg,¥o)

0
_|:(x_x0).g

:fx(x()’ yo)'(x_xo)+f (xoa y())'(y_yo)

+<y—yo>-ai} F o) = =1 Loy + =30 Loy
y ox dy

{(x Xy) - i+(y Vo) }f(xo,yo

02 02 0?2
—|:(X—x0)'$+2(x_xo)'(y_Y()) xdy —+ =y }f(xo’yo

= [ (X0 yo)-(x—x0)2+2fxy(x0, Vo) (x—x)-(y— )’o)"'fyy(xo’ Vo) (¥ =¥y )?

k
fiir hhere k > 3 nutzt man die Binomische Formel: (a+b)" =)’ (’; |
=0
o' f

a k— ja J (xo’yo) ('x xO)k g (y yO)J

skz{(x—x())%'i'(y—yo) :| f(xo’yo) Z( )
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3= [ (Ko, o) - (X=X P+ 3 (X, o) - (x = X0)>- (¥ = ¥p) +
3 fay (X0 ¥o) - (x=X0) - (y = yo P+ £, (X5 ¥o) - (¥ = %)

: 1 1 1 1
am Ende ist: f(x,y)—f(xo,y0)+1—!sl+5!52+3's3+ +N sy +Ry(x,y)

Taylor-Entwicklung bis zum Grad 2 fiir beliebe Variable:
d f(x) = Tn(x) + Rn(x)

¢ L= f(xo)+—[2(x } f(x)= f(xo)+2f (%)~ (%, = %)

. IT1(x) = f(xo) + grad f(xo)"(x — xo)

/10 l(X) Linsearisierung von f im Punkt xg

0?2
. R (x)= Z( Xo) (X, =x,) =———| - f(&)= me (&) (% = x;0) - (x; = x;)
i,j=0 a a z] =0
Definition 12.15.: Die nxn Matrix der 2. partlellen Ableitung
I
Hix) := | — fx‘.x- — |zeilei  heil3t ,,Hess-Matrix* von f im Punkt x

Spalte j
) fiir Matrix H = (H;)) € R und Vektor v = v; € R" gilt:
H V= ZHU l ] zfxixl» (é:)('xt _‘xiO).(xj _x‘jO):(x_‘xO)T'Hf (6)'()('_)60)

i,j=1 i,j=1
> [f(x) = f(x0) + grad (x0)"(x — Xp) +% (x — x0)"-H(&)-(x — x0) Formel 12.12
wichtig fiir Extremwerttheorie
. fiir T5(x) erhilt man analog Ta(x) = f(x) + grad f(xo)"(x — Xo) + -(x — X0) -H(x0)-(x —
X0)

12.8. Lokale Extremwerte:

Definition 12.16.: Eine Funktion f : D = R, D < R" offen, hat an der Stelle xo € D ein
lokales Maximum, wenn f(xo) > f(x) Vxe U, (xg)cD

lokales Minimum, wenn f(xo) <f(x) Vxe U; (x0) <D

wobei U(xo) = {x € R" : lIx — xoll < r} eine hineichend kleine Umgebung von x, ist

X0 heillt ,,lokale Extremstelle und f(xo) heil3t ,,lokaler Extremwert®.

Satz 12.17.: (notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen)
Voraussetzung: f: D - R ist stetig partiell differenzierbar in U,(xo) < D

i d f(x¢) = 0, dass heiBt
Behauptung: | Xo istlokale Extrem > | &re
-stelle von f +£(x)=0 Vx;01,..,n
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Beweisidee: betrachte F(t) := f(xo + t-e®) 2 F(0) = f(xo) = f(xo + te™) =F(t)  Vte (-r,1)
Dass heil3t F(t) hat bei to = 0 lokales Maximum = F’(0) =0

F(0) = Z e aaj: x9) =0

- ein Gleichungssystem fiir eine extremwertverdichtige Stelle (stationdrer Punkt) ist

f(xo) I (egps Xgses X, ) =0 firi=1,..,n

Bezelchnung: ein Punkt x¢ mit |grad f(xo) =0 |heiBt Stationdirer Punkt von f*
Ein stationirer Punkt x(, der keine lokale Extremstelle von f ist, heiB3t ,,Sattelpunkt von [

Satz 12.18.: (hinreichende Bedingung fiir lokale Extremwerte)
Voraussetzung: -f: D > R 2-mal stetig partiell differenzierbar in Ux(xo) c D
- sei Hi(xo) € R™" Hess-Matrix von f in xo

- Xp sel stationdrer Punkt von f (dass hei3t grad f(x¢) = 0 )
Behauptung: (a) Hi(x¢) positiv definit = X, ist lokale Maximalstelle von f
(b) H(x¢) negativ definit = xg ist lokale Minimalstelle von f
(¢) He(xo) indefinit = xg ist ein Sattelpunkt (und keine Extremstelle)
Bemerkung: Matrix Hi(Xo) ist symmetrisch (H i = o, (X)) = [ (X)) = H j,.)

- alle EW Hg(x() reell

Determinanten-Kriterium fiir Definitheit einer Symmetrischen Matrix H = H;; € R™"

H L H Lk
. sei HV =] ¢+ .1 | e R®* die k-te Hauptmatrix
H - H
ol o Formel 12.13
o dann gilt! H positiv definit genau dann wenn, det (H(k)) >0 Vk=1,2,..
H negativ definit genau dann wenn, (- 1) det (H(k)) <0 vVk=1,2,..

° wenn det(H) # 0 (dass heillit A = 0 ist kein EW), dann gibt es nur die 3 Fille
(a) H positiv definit (alle EW > 0)
(b) H positiv definit (alle EW < 0)
(¢) H indefinit (3 EW > 0 und EW < 0)

Beweis zu (a) von Satz 12.18.:

° Taylor-Formel (12.11) liefert: f(x) = f(xo) + grad (Xo)T-(X —Xo) +%(x—
x0)"-H(E)-(x = Xo)

. Nach Voraussetzung: ist Hi(xo) positiv definit - det (HM(x0)) >0 Vk=
1,...n

= 31> 0 hinreichend klein, so dass det (H{*(&)) > 0 Vk=1,..,n VEe Ulxo)

- Hy(&) positiv definit = f(x) — f(x¢) = +-(x — o) -H(&)-(x — Xo)

Spezialfall n = 2: lokale Extremwerte von f(x, y): £ Xo yo) =

° Sei (xo, yo) stationdrer Punkt von f, dass he ’ _
Fo(X0, Y0)  Fx(Xos Y0) o, yo) =

fyx(X0, yo)  fyy(Xo, yo)

0 —->GLS
und H(xo, yo) =
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. dann gilt:

det (Hp) < 0 = (X0, yo) Sattelpunkt (keine Extremstelle)
det (Hp) > 0 und fyx(xo, yo) > 02 (X0, yo) lokale Minimalstelle
det (Hp) > 0 und f«(Xo, Vo) < 02 (X, Vo) lokale Maximalstelle

Beachte: im Fall |det(Hf(x0, yo)) = O\ miissen Extra-Untersuchungen angestellt werden.
Beispiel:  f(x,y) =y*(x-1)+x2(x+1) gesucht: alle Extremwerte
GLS fiir (xo, yo): fx=y2+3x2+2x=0
fy=2y-(x-1)=0

1.LFall: y=0

2 0
(x1, y1) =(0,0) 2> H(0,0)= (O 2] - indefinit = Sattelpunkt

0

-2
(X2, y2) =(=%,0) > H(0,0) =[ 0 j - negativ definit = in (-2, 0) lok. Max.

—10
3

2.Fall: x =1 - keine reelle Losung
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