Mathematik III fiir Elektrotechniker — Dr. Schieweck / Dr. Rummler WS 05/06

13. Differentielrechnung vektorwertiger Funktionen:
13.1. vektorwertige Funktionen:

e Definitionsbereich sei die Menge : D c R"
e Bei skalaren Funktionen f : D 2 R
X = (X1, X2, .oy Xn)T e D =2 f(x) = f(xy, X2, ..., Xp) € R
Bemerkung: Der Funktionswert ist eine Zahle (skalar)
e Bei vektorwertigen Funktionen f : D > R*
fi(x) Ji(x)5e0x,)
X = (X1, X2, ooy Xn) € D D f(x) = C = : e RK

fi(x) fi (X5 x,)

Bemerkung: Der Funktionswert ist Vektor aus R*

e Die skalare Funktionen f; : D 2 R , i = 1,....k, heilen Komponentenfunktionen
vonf:D > R

e Schreibweisen in der Literatur: f(x), f(x), f(?c)
Beispiel: Gravitatiosnfeld
f(x) = Gravitationskraft im Punkt x
nach NEWTON gilt: c:==y-m-M
X
f(x):”;”‘;x:( —¢ x, |, £: D > R3mit D = R3\{0}

3
2 2 2
A X2+ X2+ X ) X,

i-te Komponentenfunktion: f;(x) = f,(x,,x,,x;) = ( —c-x

3
1/)cl2+)622+x32)

13.2. Differenzierbarkeit und Jacobi-Matrix:

Definition 13.1.: Eine Funktion f : D = R* heiBt im Punkt xoe D

- stetig

- r-mal stetig partiell differenzierbar (kurz: C'-Funktion)

- vollstiandig differenzierbar
Wenn die enstprechende Eigenschaft fiir alle Komponentenfunktionen f; von f gilt.
e Die partielle Ableitung von f im Punkt x(ist der Vektor

; (%)

l(xo) = ¢ |eRrRNj=1,.n

axj Iy

Kj(xo)
e Die ., Jacobi-Matrix* (oder Funktionsmatrix) von f in Punkt Xy € D ist die k X n Matrix.
5 : grad f,(x, )
Jix, ¥, )(0) 1= == (x,) = () (x) | = : =| g (xy) o | zelei
! : : grad f,(x,)" :
Spalten von J¢ Zeilen von J¢ Spalte j

e Andere Schreibweisen in der Literatur: Ji(xo) = D f(xo) = f"(X0)

2.y. ;3
Beispiel: f: R3 2> R?, f(x,y,2) = fixy.2) = ‘y ¢
f(xy,2)) \22-sinx+y
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9 9) 9)
Ty, D=y & a|= 2 2y 2z-si
R Z-COSX y Z-S1n x

Linearisierung von f : D & R" im Punkt xoe D R"

Voraussetzung: sei f : D = R* vollstindig differenzierbar in xo € D

= fi : D = R vollstindig differenzierbar in xo Vi = 1,...,k

fi(x) = fi(xo) + grad fi(x0)" - (x = o) +1i(x)
[ [ fix)

= 0 = : = : + . . + .
fk(x) fk(xo) "'gradf (xo)T"' Xy~ Xon rk(x)

Jacobi-Matrix Vektor(x-Xo)

---gmdf](xo)T~-~ X, — X, r(x)

S ff(x) =1f(xp) + Ji(x0) - (X — Xg) + r(x)‘ //=I(x) Linearisierung von f im Punkt x,

r(x) -0 Formel 13.1
x—x)

wobei lim
XDXg

Zusammenfassung:
¢ F vollstdndig differenzierbar in xo genau dann wenn die Linearisierung gilt (13.1)
e Sind alle f stetig partiell differenzierbar in xo =2 es gilt 13.1

Anwendung der Linearisierung beim NEWTON-Verfahren:
fi(x5x,) =0

Ziel: finde eine Losung x € R" von f(x)=0 < : RV R
filx,x,)=0

Gegeben: Niherungslosung x*¢ € R" fiir die Losung von f(x) = 0

Gesucht: Verbesserte Nidherung x™" € R" mit f(x"") = 0

Idee: Linearisierung von f(x"") = f(x"%) + J{(x%) - (x™" — x°) + r(x"") = 0

bestimme x™" so, dass 1(x"") = f(x°%) + J(x?%) - x"¥ = x4 =0

dass heiBt: =V
1. Lose das lineare GLS; Ji(x°) - v = —f(x*%)
2. update: x"" =x" + v

3. Abbruchtest x"™" = ok Ja 2 Stopp
Nein =2 go to 1.

13.3. Divergenz und Rotation von Vektorfeldern:

e Ein ,n-dimensionales Vektorfeld V** ist eine Funktion
V:D > R'mitD cR" (also k = n)
Beispiel: Geschwindigkeit einer Stromung

Definition 13.2.:

o _die Divergenz div v‘ des Vektorfeldes v : D 2 R", D — R" ist das Skalarfeld divv : D =
aaTl v, (x)

o . . L dv,

R'mitdivv(x) =V -v(x)=| @ |- : = Zg(x)

i=1 i
82,, vn (x)

© Torben Nentwig 31.01.706



Mathematik III fiir Elektrotechniker — Dr. Schieweck / Dr. Rummler WS 05/06

,,Die Rotation rot v‘‘ des Vektorfeldes v : D = R3, D — R3 ist das Vektorfeld rot v : D 2

— 9 av‘ v

€ A, V1(x) i(x) - ﬁ(x)
R3mitrotv:=V X v(x) = | &, % v,(x) |= g%(x) —%(x)

- 3 3

& o ()] () -5
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14. Kurvenintegrale (KI):

14.1. Kurven im R":

Definition 14.1.: Eine ,,Kurve C im R" ist eine Punktmenge

C:={xe R: X=7(),t=[a,b]} wobei die Parametrisierungsfunktion 7 : [a, b] = R" mit
V. (1)

t=> ?7 (r) = ; e C, t e [a, b] stetig ist. t heilit Kurvenparameter
Y., (1)

e Unter der Parameterdarstellung von C
versteht man die Gleichung |7c =y(t),t=|a, b]‘

y(a) = Anfangspunkt
v(b) = Endpunkt
e Fiir wachsendes t € [a, b] lduft der Punkt 7(¢) von
7(a) nach ¥(b)und definiert so den Durchlaufsinn
Beispiel 1: C = Kreisbogen mit Mittelpunkt (0, 0)
Von A = (r, 0) nach B = (0, r) wobei r = Radius

_ (x r-cost =

xz( j:( , J=:}/,t€[0,%]
y r-sint

Beispiel 2: C = Graph von y ={(x), x € [a, b]
Idee: Wihle t = x 2 y = f(x)

t
Parameterdarstellung: |x = (x] = ( J ,te [a, b]
y) \J@®)

Weitere Begriffe fiir Kurven:
Definition 14.2.: Zur Funktion 7 : [a, b] 2 R" wird die Funktion 77 [a, b] = R" definiert als

7, (1)
7_} (= : , wobel ¥.(t) = % 7:(t) (t-Ableitung)
Y. (1)
Fiir t = a und t = b sind einseitige Ableitungen zu nehmen. ?(r) heiBit ,,Tangentenvektor zu t.

y(t+An)—y(@)
At
Bemwerkung: y(t) ist Geschwindigkeitsvektor der Bahnbewegung 7(¢), t € [a, b]

.. . _ r-cost - —r-sint
e fiir Beispiel 1: 7(t)=( ) t] > 7(t)=( ]

r-sin r-Ccost

t . 1
e fiir Beispiel 2: y(r) = 2> Y@=
ur Beispie y(1) (f(t)j y(1) (f’(t)]

Definition 14.3.: Sei C eine Kurve mit Parameterdarstellung 7(z), t € [a, b].

* Esgilt 7(1)=lim

e Cheilt ,,geschlossen, wenn ¥(a) = y(b)
e (C heif}t ,,C’ -Kurve*, wenn ¥(t) stetig differenzierbar auf [a, b]

e C heiit ,,glatt “, wenn C eine C'-Kurve ist und wenn gilt: Hﬂt)” #0 Vte [a, b]
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Anschaulich: ,.glatt* hei3t keine Knicke Ecken

glatt: nicht glatt:

Definition 14.4.: Unter der ,,zusammengesetzten Kurve* C = C; + C, + ... + C,, versteht man
eine Kette von aneinanderhingenden Kurvenstiicken

Ci:={xe R": X=7,(t), t=[ax, bx]} k= 1,..., m mit
Endpunkt Cx= 7,(b,) = 7,,,(a,,,) = Anfangspunkt Cy,,

Definition 14.5.: Eine Kurve C heil3t ,,stiickweise c! -Kurve*, wenn sie aus endliche vielen
C'-Kurvenstiicken Ck, k = 1,..., m zusammengesetzt ist, dass heift C=C; + Co + ... + Cyy,

14.2. Das skalare Kurvenintegral (KI 1. Art)

Definition 14.6.: Sei f: D 2 R, D < R", eine skalare Funktion, die stetig auf D ist und C eine
Kurve in D

e Falls C eine C'-Kurve mit Parametrisierungsfunktion 7 : [a, b] 2 R", so ist das ,,skalare
Kurvenintegral von f iiber C** definiert als:

. I - Formel 14.1
[LrGods = [ ey |pw)ar
b
e FallsC=C; +C; + ... + C,, zusammengesetzte stiickweise Cl—Kurve, SO ist
[.rGods = ZL F(F)ds = f“ [ra (r))-”;*/k (t)”dt Formel 14.2
k=1 k=19

Bemerkung: (1) bei Berechnung des KI ersetze in f(X) jede Komponente X; von X durch
7:(t), dass heit f(7(t)) = f(7,(2),7,(0).....7,(1))
2) H?(t)” = JOP+ O+ +1y,OF  ds= H?(z)”dt heiBt ,,skalares Bogenelement™

(3) der Wert des KI hingt nicht ab von der Wahl der Parametrisierungsfunktion 7(t)
Beispiel: C = Viertelkreis aus Bsp. 1: f(x,y) =2x + 3y
Aufgabe: berechne das KII = J-C f(x,y)ds

_ (x r-cost -
Parameterdarstellung: x = ( ] = ( j =y@),te [0, 5]

y r-sint
B —r-sint
e Y= Ak

r-CoS

?(t)” = Jr2-sin?f + r2cos2t = +/sin?f +cos2t = r
e f(y@)= f(r-cost,r-sint)=2r-cost+3r-sint
Einsetzen in 14.1 [ = j(zr -cost +3r-sint) - rdt =2r2- j (cost)dt +3r2- j (sint)dt = 5r2
0 0 0

Interpretation des KI als Grenzwert einer Zerlegungssumme:
e Zerlegung 7 des t-Intervalls [a, b]

Zx = {to, ty,..., tx},a=to<t1 < ... <ty =Db

Liefert Polygonzug:
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Lénge der Sehne: As, = ||}7(ti+1) - 77(tl.)||dt

Feinheit von Z definiert als 6(Z,) :=maxAt, At =ty —t

8(Zs) >04

k—1
Dann gilt: L f(X)ds = 1imz f(X.)-As, Formel 14.3
i=0

Beweisidee: Linearisierung von }?(tl) im Punkt t = t;:
77(t) = ?(ti) + ?(ti) (1 _ti) + ’}(t) > ?(tm) - ?(ti) = 7(ti) ) Ati + ri(ti+1)
> s =7, - 7| =) A+ ¢,

> D f)-As =Y ) 7| A+ X f )€

fir sz > | £ () - [ o]
b

Anwendungen:
1.) Linge L(C) einer Kurve C (Bogenlinge)
L(C)= ZAsi = Zl -As, Grenziibergang 6(Zy) = 0 liefert exakten Wert

L(C) =] 1-ds= j”?(r)”dr Formel 14.4

2.) Masse eines Drahtes
Gegeben: ortsabhingige Massendichte

- Masse
PX) =
Liingeneinheit
—> Masse des i-ten Drahtstiicks: m, = p(X,) - As,

3(Z) >0

9GesamtmasseMzZp-(?ci)-Asi9 JC p - (X)ds

M= p-(Eds = [ p- 7y -[70)ar Formel 14.5

3.) Schwerpunkt eines Drahtes lings der Kurve C
Fiir die Komponenten x,; des Schwerpunktes x; gilt:

X, =%, P (Bds =4 [ 7,00 p-FO)-|[Folde mit M =[ p-()ds  Formel 146
b

14.3. Das vektorielle Kurvenintegral (KI 2. Art)

Definition 14.7.: Sei v : D 2> R", D c R", ein stetiges Vektorfeld
e Falls C eine C'-Kurve mit Parametrisierungsfunktion 7 : [a, b] 2 R", so ist das
,.vektorielle KI*“ definiert als:

Lﬁ (X)-dx = _[\7 (Y1)~ ?(t)dt dx = ?(t)dt heiBt vektorielles Bogenelement Formel 14.7

b

 FallsC=Ci+Co+..+Cpso|[ T(H)-di=) [ #(%) d Formel 14.8
k=1""k

© Torben Nentwig 31.01.706



Mathematik III fiir Elektrotechniker — Dr. Schieweck / Dr. Rummler WS 05/06

Andere Schreibweisen:
e falls C geschlossene Kurve, so j;C statt L

v, (X) dx,
e mit Hilfe der Komponenten v(X)=| : und dx =| : | schreibt man das KI oft in der
v, (X) dx

n

Form [ #(¥)-d¥ = | v,(¥)-dx, +...+v,(¥)- dx, nach (14.7);

b
Lvl(f) dxy 4, (D) dx, = [0 (FO)- () + .49, - (F0) - 7,0}t Formel 14.9

X dx
e oftwerden x und d x  indexfrei geschrieben: x =( j, dx = p j
y y

J-Cvl(x’ y)-dx+v,(x,y)-dy= J.{Vl -(y(1))- 7;/1(1‘)"“’2 “(y())- 7_}2(t)}dt Formel 14.10

4
Beispiel:  gegeben: Kurve C mit x = (x] =y(t)= (ﬁj’ te [0, 1]
y

Gesucht: KI =] x- )dx+ (x2(—)3y)dy
Va(X, y

Cvix,y
WFO)=v ) =t-r2=r 50) :( I j
Vv, (P(0) = v, (t,13) =12 =32 = =212 2t
1 1
> =[5 1+ (=22) - 20)de = [ -363dt ==
0 0
KI 2. Art als Grenzwert einer Zerlegungssumme

o Zerlegung Zy = {to, ti, ..., tx} von [a, b] liefert Polynomzug von C

Sekantenvektor: AX, = 7(1,,,) — 7(t,) = ¥7(1,) - At,

e Ahnlich wie bei KI 1. Art kann man zeigen:

jcv(x)-dx =

k—1
lim» V(%) A, Formel 14.11
i=0

8(Z)

= 2T F0) 7)) At > = [VF0) - 7@

Anwendung: Berechnung der Arbeit:
e Ein Massenpunkt bewegt sich lings C in einem Kraftfeld F(¥)

e Gesucht: W = Arbeit, die dabei vom Kraftfeld geleistet wird
(W > 0): Kraftfeld ,,niitzt* der Bewegung, Radfahrer fihrt bergab)
(W < 0): Kraftfeld ,,schadet* der Bewegung, Radfahrer fahrt bergauf)
e Kurve wird zerlegt: W; = Arbeit auf i-tem Stiick

— _ k=1
W, = F(X,)- Ax.|, denn Kraft ~ konst. F(¥) W =Y F(%)-Ax,
i=0
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-> Grenziibergang d(Zx) =2 0 liefert exakten Wert = (W = J.CF (x)-dx Formel 14.12
Bemerkung: Wird C entgegengesetzt durchlaufen (Kurve ,,-C*), so d@ndert sich das
Vorzeichen j_c F(X)-dx = —'[C F(X)-dx Formel 14.13

14.4. Potentialfelder und Wegungenauigkeiten

Definition 14.8.: Ein Vektorfeld v : D = R", heiBit ,,Potentialfeld oder ,,Gradientenfeld*,
wenn es eine skalare C'-Funktion ¢ : D = R gibt, so dass |v(X) = grad ¢(x) VX € D| Die

Funktion ¢ heilit ,,Potentiel von v “ (oder Stammfunktion®).

Beispiel: das Gravitationsfeld v(x) = - X hat das sogenannte

1

IIXII
,.Newtonsch sche Potential*
o(x) = ¢ =C-(x2+...+x 2)2 denn g¢) £_ C-%-(x12+...+x,,2)7% - 2x, =i—i-xi
[kl x| &

Vorteil: beim Potentialfeld v kann man alles auf einen skalare Funktion ¢ zuriickfiihren und
man hat gute Eigenschaften bei KI.
Zusammenhang zu vektoriellen KI

Definition 14.9.: Ein Vektorfeld v : D = R", heiBit ,.konservativ¢, wenn di KI J-Cﬁ -dx fir

Kurven C in D ,,wegunabhdingig* sind, dass hei3t wenn der Wert des KI gleich bleibt fiir alle

Kurven, die den gleichen Anfangspunkt und x, und Endpunkt X, haben. jcﬁl dx = Lﬁz -dx

Bemerkung: die Wegunabhéngigkeit von KI ist dquivalent zu Jcﬁ -dx =0 Vgeschlossenen

Kurven C in D.

Definition 14.10.: Eine Menge G — R" heiBt ,,Gebier*, wenn sie ,,offen’ und ,,zusammen-
hingend*, dass heifit wenn je 2 Punkte aus G durch eine stiickweise C'-Kurve Cin G
verbunden werden kénnen.

Satz 14.11.: (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)

Voraussetzung: v : G 2 R" stetiges Vektorfeld, G c R" sei Gebiet

Behauptung: (a) fiir ein Potentialfeld | = grad ¢ und eine stiickweise C'-Kurve C in G mit

Parametrisierungsfunktion 7 : [a, b] 2 R" gilt: J. V(X)-dX = @(y(b))—@(¥(a))| Formel 14.14

(b) Fiir ein konservatives Vektorfeld v : G > R" ist folgende Funktion ¢ : G > R" ein
Formel 14.15

Potential. |@(X) = C\E; q’);c wobei X, beliebiger fester Punkt in G,

C(%,,%) beliebiges stiickweise C'-Kurven von X, nach .
(c) v ist Potentialfeld genau dann wenn v konservativ ist (dass heit KI wegunabhingig)

Beweis zu (a): jv(x) dx = jZV(y(r)) 7.(t)dt = jz (p(;/(t)) 7.(t)dt

a i=1 all 1

_ J'%[(p(f/(t))]dt =[p(7O)), = p(7(b)) - p(7(a)

Bemerkung: - (14.15) ist Moglichkeit zur Berechnung des Potentials ¢ von v
- fiir C(xX,,x) kann man sich einen giinstigen Weg aussuchen (z.B. Gerade)

- ? bessere Priifkriterien fiir ,,v ist konservativ‘?
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Satz 14.12.: Fiir jedes stetig differenzierbare Potentialfeld v : G = R" muss folgende

ov
Integrationsbedingung (IB) gelten: a—V( )——(x) VxeG, 1<<j<n
N d, 0 (dp) 020 0d[dp]| v,
B cv=grad g > —- i
ewels v erd e o Ty, (ax,} oxax, ax,.[a J o

1B (14.16) ist dquivalent zu:

2D-Fall: ﬂ(;) :%(fc) VX e G (1 Bedingung)
ox, ox,

3D-Fall: potv(x) =0V X € G v istrotationsfrei (3 Bedingungen)

also: ist IB verletzt, so ist v kein Potentialfeld
x2 2
Beispiel: v(x,y) =( y j, v, v
X-y

—L=-2y, —2=y > IB verletzt 2 vV kein Potentialfeld
dy ox
Definition 14.13.: Ein Gebiet G heil3t ,.einfach zusammenhdngend‘‘, wenn man jede
geschlossne Kurve C in G innerhalb von G stetig zu einem Punkt zusammenziehen kann.
Einfach zusammenhiéngend sind:
In 2D: Gebiet ohne Loch
In 3D: Gebiete ohne Durchbohrung
Beispiel fiir nicht einfach zusammenhingend
2D: 3D:

Satz 14.14.: Voraussetzung: - v : G > R" C'-Vektorfeld

- G einfach zusammenhdngend

Behauptung: v ist Potentialfeld genau dann wenn IB (14.16) gilt

Bemerkung: Ist im einfachen zusammenhéngenden Gebiet G die IB erfiillt fiir Vektorfeld v,

soistdas KI I = '[Cﬁ(fc)-dfc wegunabhingig (da v Potentialfeld 2 v konservativ)

-> Fiir die Berechnung des KI kann man sich eine giinstige Kurve C* aussuchen,
2xy—3y?

Beispiel: Ist v(x,y) = [
x2—6x

] Potentialfeld? Wenn ja, bestimme Potential ¢

e Definitionsbereich D = R? - einfach zusammenhingend

B % =2x—6y, % =2x—6y = IB isterfiillt > ¥ ist C'-Vektorfeld
'y X
Satz 14.14.: v ist Potentialfeld auf D = R2?

P(3) = jv dx, C: 7(t) = ( ] te [0, 1]
ty

¢ 2xy—3y?

> o(x,y) = j ﬁ(lx,ly)-(f)(t)dtz_[(x J (yjdt j 12-(2x2y —3xy? + x2y — 6xy2)dt

—6xy

1
=(3x2y— 9xy2)j 12dt = x?y —3xy?
0
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15.1. Definition als Grenzwert von Zerlegungssumme:

Voraussetzungen:
e 2-D-Bereich B von endlich vielen glatten Kurven berandet
e TFunktion f : B = R stiickweise stetig und beschrinkt

- Sei Q = [a, b] X [c, d] Rechteck, das B enthilt
- Zerlege Qin 2" x 2" kleine Rechtecke By
n = Verfeinerungslevel
b—a d—c
Ax, =——, Ay, =
K X Vi X

- Zu jedem Bk wihle Punkt (X, Vi) € Bk

- betrachten nur diejenigen Bereiche B, bei denen der Punkt ( X , , y , ) € B

—> sie approximieren B immer besser fiir n = oo
Definition 15.1.: Das ,,Gebietsintegral (oder Flichenintegral) von f iiber B* ist folgender

Grenzwert: If (x,y)dB =1im Y (%5, )  ABy Formel 15.1
B K

wobei AB, = Ax, - Ay, Flicheninhalt von B
Ubliche Schreibweise ist ” f(x,y)dxdy (,,Doppelintegral®)
B

Man kann zeigen: unter den obigen Voraussetzungen an f und B existiert der Grenzwert
unabhingig von der Wahl der Punkte ( X . , . ) € BxundvonQ

15.2. Anwendungen:

1. Volumen iiber B unterhalb der Flidche z = f(x, v)
V=Y (% 50) AB, >V = f(x,y)dB Formel 15.2
K B

2. Flidche von B
F(B)=Y AB, =Y 1-AB, > |F(B)=[1-dB Formel 153
K K B

3. Masse und Schwerpunkt einer Platte B
- Sei p(x, y) = Massendichte im Punkt (x, y)

- Gesamtmasse M: M zZp-(Ec’K,iK)-ABK >\M = I,O (x,y)-dB | Formell54
K B
- fiir den Schwerpunkt (X, ys) von B gilt:
1 1
x =—\x-p-(x,y)-dB , =—|y-p-(x,y)-dB Formel 15.5
sMimy) 2 Mly”(y)
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15.3. Berechnung fiir Normalbereiche:

* ,Normalbereich” B von Typ 1:
B={(xy)[xe [abl &ix)<y< X))

b g5(x)
Hier gilt : If(x, y)dB = J' [ jf(x’ y)ddex Formel 15.6
B

y=g1(x)
:=P(x)

X=a

e . Normalbereich* B von Typ 2:
B={(x,y)|lye [c,d], hi(x) <x<hyXx)}

hy (y)
Hier gilt : If(x y)dB = .[ [ If(x y)de Formel 15.7

y=c\ Iy (y)
=¥(y)

e Beweisidee fiir Typ 1:
Punkt in Bjj sei ( X,, 9 ; ) = m;; Mittelpunkt Bj
Zerlegungssumme:
=2 f(Z.5) - Ax-Ay, /I meBoj el(g)g ) =1Ig

:Z(Zf@’yf)'AyJ]'Axi =D ®(%)-Ax,

& (%)
> = [fE.ydy=®F) > j P(x)dx
&(%) x=a

Beispiel: ={x,y)Ixe [-1,1],x2<y<2-x?},f(x,y) =x2+ 2y

I = j(x +2y)dB = j [ZT; + 2y)a’dex

x=—1\_y=x2

= 1[xy+y2]> M dx = (x(2—x2—x2)+(2—x2)2—x4)dx
[lov+y2]2

x=—1 x=—1

1

J-(Zx 2x2+ (4—4x2)dx = [x2 [— L 4x] 1 [ x3]_11 = %
x=—1

allgemeine Bereiche B:

meist kann B in Normalbereiche zerlegt werden

B=B;vBv B3 dann gilt

ff (x,y)dB = ij (x,y)dB, Formel 15.8

i=1 B,

15.4. Koordinatentransformation:

Ziel: Vereinfachung der Berechnung von Gebietsintegralen [ = .[ f(x,y)dB durch Ubergang
B

zu neuen Koordinaten u, v
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T:R2>R2 T wird generiert durch u =T(x, y), v=Ta(X, y)

Inverse Abbildung: \x = x(u, v) = T1*(u, v) y =y(u, v) = To*(u, v)| Formel 15.9
Satz 15.2.: (Transformationssatz)
Voraussetzung:
1. Transformation (15.9) x = (u, v) und y = (u, v) seien stetig
differenzierbar o, y) #0
(u,v)
il. f sei stetigauf B: f: B > R/
d
Behauptung: If(x v)dB = J-x(u v), y(u,v) ((x y)) Formel 15.10
u,v
a b _u a_)\f xu xV
Wobei (x.7) = det[ gy g)j = Funktionaldeterminante* Formel 15.11
a(l/l, V) ou v yu yv
Zusatz: Voraussetzungen dﬁrfen auf einer Flache vom Flachenmal} Null verletzt werden.
x(b)

Idee: Standartsubstitution j f(x(t))—dt j f(x)dx

x(a)

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten (fiir Kreise gemacht)

=(r,@)=r-cos@, y=(r,@)=r-sin@, r=,/x2+y?, (pzarctan(%)

Problemzone: r =0 kein sauberer Winkel definiert

Hier Funktionaldeterminante:

0 X X COS@ —r-sin )
%) _ = ? =r-(cos2p+sin2p)=r
org) |V, Y, |sing r-cosg -
Das heiBt: o(x, y) —| |=
o(r, )
Fliche eines Kreises: B = {(x, y) € R?: x2 + y2 <12}

27n 27h
Flidche des Kreises |B| J-ldBé .”1 SEX ;;d dop= J-_[l rdrdqo— 27[ 12
r

Beispiel: Ringsegment:

Isin X2+ y2dB = Isin(r) rdG= quij sin(r)-rdr=rx-{-r?+sinr};, =n12-1€

B G 0oz
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16.1. Definition und Anwendung:

gegeben:
e 3-D-Bereich B von endlich vielen glatten Fldchen berandet : B — R3
e Funktion f : B 2 R (zum Beispiel Massendichte)

o Zerlege den Quader Q in 2" x 2"x 2" kleine Quader By, n — Verkleinerungslevel zu jedem
Bk wihlen wir einen Punkt (X, Ver2x) € Bk
¢ betrachten nur diejenigen Bereiche By, bei denen der Punkt ( Xe»Vir2x) € B
e Mit zunehmender Vertiefung n = o wird B immer besser durch:
Bcl By (k=1,2,..,2"%)
Definition 16.1.: Das ,,Gebietsintegral (oder: ,, Volumenintegral*) von f iiber B* ist der
Grenzwert: _[f(x, v,2)dB = lni;geZ(}zK, YerZx) AB, Formel 16.1
B K

Mit: AB, = Ax, - Ay, - Az =|B,| (Volumen von By), Schreibweise auch
J-.” f(x,y.2)dB = ”_[f(X, y, 2)dxdydz
B B

Bemerkung: Analog zum 2D-Fall existiert der Grenzwert fiir stiickweise stetig und
beschrinkte f und ist unabhéngig von der Wahl der Zerlegungspunkte (%,,7,,7Z,) € Bk
Analog zum 2D-Fall: Anwendungen

V - Volumen: v =|B|=[1dB Formel 16.2
B
M - Masse: M = '[p “(x,v,z)-dB Formel 16.3
B
X, | x
S — Schwerpunkt: v, |= MJ- p(x,y,2):|y|dB | Formel 16.4
B
Z, z

16.2. Berechnung fiir Normalbereiche:

Normalbereich bekannt aus 2D

Beispiel 3D:
\B ={(x,y,2) R¥xe [ab],gix)Sy<gx), 9i1(X, y) Sz < X, y)}\
Bzw.: B = {(x,y,2) R?:x,y € B, Qu(x, y) <z < @a(x, y))| Formel 16.5
Erklaren Integrale:

@, (x,y)
ff (x,y,2)dB = I[ ff (x,y, z)dz}dB N Formel 16.6
B B\ ¢ (x,y)
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b( &0 ( a(x.y)
sind fiir Bereich B: j f(x,y,2)dB = j j [ j f(x, y, z)dzjdy dx Formel 16.7
B a\ g (x)\ ¢ (x,y)
(Analog fiir zyklische Vertauschung der Koordinaten)
Beispiel: B sei ein Bereich im R3 der begrenzt ist von den Fldschen:
x=1Ly=1;z=0
x=3;y=2;z=Xxy
Zu berechnen: J.f(x, v,2)dB mit f(x,y,z)=x-y
B
32 xy .
.” I v - zdzdydx = Ubungsaufgaben ...
110
16.3. Koordinatentransformation:
Ziel: Integrale einfacher Berechnen
Beispiel:
Hier: T*:G> B
Allgemein: X =x(u, v, W) = X(r, ) =1 - COS @ u=r
y=y(u, v, w)=y(r, @) =r-sin @ V=0 Formel 16.8
z=z(u,V,W)= z =12 W=z Formel 16.8
Hier haben wir schon Zylinderkoordinaten eingefiihrt:
a b b
Transformationsformel: jf(x, v,2)dB = jx(u, v,w), y(u,v,w), z(u,v, W)Md(;
B G o(u,v,w)
x, X, x| [cos¢ —r-sing 0
Konkret mit Zylinderkoordinaten: |y, 'y, y|=[sing r-cosgp O=r
Z, Z, %, 0 0 1
2 2xr
| [[ 700,20 rdrdga
z1 00
Satz 16.2.: (Transformationssatz)
Voraussetzung:
iii. T* : G = B ist eineindeutig : (x,y, z) 2 (u, v, W)
1v. x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) seien stetig differenzierbar
v. 923140 Y, v, w)e G
o(u,v,w)
Vi. f sei stetigauf B: f: B > R/
Behauptung: If(x, y,z)dB = Ix(u,v, w), y(u,v,w), z(u, v, W)Md(; Formel 16.9
B G o(u,v,w)
a u xV 'xw
Wobei 9%, y,2) =y, ¥, ,||.Funktionaldeterminante* Formel 16.10
o(u,v,w)

u ZV ZW
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Analog zu Integralen im R? kann man hier die Voraussetzungen auf Flachen (dass heil3t auf
Punktmengen) vom Flachenmal} Null verletzen.

'xu xV xW du a a a V ll d.
. _ox X X »Vollstindiges
Beweis: |y, 'y, vy, |®| dv dx = = du + > dv+ > dw Differential
Z, %, Z dw

u v w

Zylinderkoordinaten (bekannt)
T*G—>B (r,9,z) 2 (X,Y,2)

X=r-cos¢ y=r-sin@Q@ z=z Vre [0,),¢pe [0,2n), ze R
speziell bei r e [0, R], z €[a, b] gilt:
cosg —r-sing 0 Formel 16.11
o(x,y,2) _|.
—————==|singp r-cos¢ O =r
o(u,v,w)
0 0 1
Transformation ist eindeutig auBler fiir r = 0 (Winkel undefiniert)
Beispiel: f (x,y, z) = x> + y? B={(x,y,2) R}x2+y2<R,ze€e [a,b]}
b 27 R b 2z R R4 R4
(x,v,2)dB=|r?-rdG= r3drdodz=\dz- \do-|r3dr=(b—-a) 2n-—=((b—-a) - 7-—
P S O SO

Alles was in Zylinderkoordinaten sinnvoll
zu behandeln ist, hat vom Gebiet B her die Gestalt:

B ist so etwas wie ein Rotationskorper

Neue Koordinaten fiir die Kugel: Kugelkoordianten

‘B=K= {(x,y,2) R x2+y2+22<R?} R >0 Formel 16.12
r2 =x2+y? + 72, r = Abstand vom 0-Punkt

¢ = Winkel der Projektion zur positiven x-Achse o € [0, 2m)

¢} = Winkel zur positiven z-Achse vom Ortsvektor Y e [0, )

‘x:r-cosw-sinﬁ‘ ‘y:r-sin(p-sinzﬂ‘ Z=r-cos ¥
Ausrechnen der Funktionaldeterminante:
cos@-sint? —r-sin@-sin?d? r-cos@-cos

d(x, y,2)
o(u,v,w)

=[sin@-sin?? r-cos@-sin?d? r-sin@-cost} =
cos ¥} 0 —r-sint}
sin@-sin?} cos@-cos cos@-sin?t sin@-sin ¢
r2-cos ) ] —r2.costy ] ) =
cos@-sin?? sin@-cost sing-sin?? cos@-sin
r2-cos ¥(—sin2¢-sin J-cos ¥ —cos 2@ - sin - cos J) — r? - sin ¥(cos 2@ - sin 20 + sin 2¢ - sin 29J) =

d(x, y,2)
o(u,v,w)

r2-cos ¥(—sin J-cos ) —r2-sin J(sin2d) = —r2-sin ¥ =r2-sin?| Formel 16.13

Halbkugel: B=K = {(x, y,z) R3 x2+y2+72<R? z>0}
Volumen von B: |B| = IldB -> Il -r2-sinv dG
B G

G={(r,p,0)e R}, 0<r<R,pe[0,27),9<[0,%)}
2r R B

r R3 = 2
jd(z)-!r%r-jsmz?dz?z275-?-[—00519]0 =§-7£-R3

0 0

z
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17. Oberflichenintegrale (OI

17.1. Flachen im R3:

Definition 17.1.: Unter einer ,,Parameterdarstellung® eines Fliachenstiickes S versteht man die
Vektorfunktion x = x(u,v) u, v € B, die jedem Punkt (u, v)e B im Parameterbereich einen

Punkt auf dem Fldchenstiick S zuordnet: S={x € R3: x=Xx(u,v) mitu,v e B}
S nennt man eine reguléres Flachenstiick, wenn X eineindeutig X : B 2 S, X ist stetig

ox, ox,
ou o
differenzierbar : Tangentialbedingung: X, XX, = aa% X aaij #0 Formel 17.1
0x3 0x3
u e
Ziel: Oberflachenelement — Ausrechnen des Flacheninhaltes von S
F(S)=1S|=1im Y AS, Formel 17.2
k=1

Erkldren nun die Zerlegung:
AS, =X+ X, (u,v)Au+Xx,(u,v)Av

Flache: |x, XX, |- Au-Av

AS, = ||7cu (U, ,v, )X X, (uk,vk)” “Au, - Av, Formel 17.3

17.2. Der Flacheninhalt eines Flidchenstiickes S:

F(S)2[s|= [|%,x%,|dB=[SdO| //dO fasst man im Sinne von [, x%,|dB auf g o0
B S

Bemerkung: Definition ist unabhéingig von der Parametrisierung
Faulheit fiihrt zum Benutzen der Lagrang’schen Identitét:

= J(&, x%,) (%, XX,)— (¥, XX,

Beispiel: Zylinderflachenstiick

S={(X1,x2,x3) € R3:x2+x2=R2%, x;20,x, 20, x5 € [0, H]}
Berechnen F(S): H?cq) X )?H =R

9e[0,5], ze[0,H], z=x3,r=R =const.

%, %%,

X1 =R - cos @ x2=R-sin @ X3=2
e, e, e, cos @
H?c(px?cz =|-R-singp R-cos¢p O|=R-|sing
0 0 1 0
ZH
%, %% =R S|= [ [Rdzdp=%-H -R
00

Bei Flichen: S={Xx(u,v) € R3:u,ve B}

Vorbereitung: I X, XX, dudv=|S| =F(S)
B
RIS
Projektion der Fliche S auf x; = O differentiell dx,dx; = ;;‘z aa;: dudyv
v v
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17.3. Skalare Oberflichenintegrale (Oberfldchenintegrale 1. Art):

Definition: (Flachenstiicke) Bekannt: S = { x (u, v) € R3:u, ve B}

(a) Die Fliache S werde von endlich vielen ,,Jordankurven‘ berandet. Dass heif3t der Rand von
S sei stiickweise glatt, stetig differenzierbar nach dem Parameter, dS so orientiert, dass die
Fldche zur Linken liegt.

D(X)

D(u,v)

(b) x isteindeutig, bis auf Flachenmal} Null Rang =2 (mit der gleichen

Einschrinkung)
(c) S sei einfach zusammenhéngend (das ist die Forderung an B)
(d) Wir nennen S einfach, wenn S einfach zusammenhingend und dS stiickweise glatt ist
Definition Oberflichenintegral 1. Art:
Definition 17.2.: S sei einfaches Flichenstiick, Parameter-Bereich B, x = X(u,v) , weiterhin

sei die Funktion f: S 2 Rl, f sei stetig. Dann erkldren wir, das Oberfldchenintegral 1. Art
durch: j f(X)do = j (G, v))- dudy
N B

X, ><xv

X, XX, H dB; , immer wenn die Menge der inneren Punkte von
J J

[ fFdo= Z [ £,

(Sj M Sl) =
Arbeiten mit Flichenelementen:

Zerlegen S in Aoj, |Ao jk‘ =X, (v )X X, (v, )HAdu -Adv und Funktionswert f( X (uj, vj)) = f;
N

> lim > f,-[Ao,| = [ f()do Formel 17.5
J=1 S

Beispiel Kugeloberfliache: S={x € R3:llxIl=R >0}

Parametrisierung: Xx=R-cos¢@-sin J; y=R:-sin¢-sin ¥J; z=R - cos 9
f()?) =X + X2

2w

jf(fc)do: ”Rz-sinw-Rz-sinzzsdﬂcz(p = 27;-R4jsin319d19
N 00 0

Formel 17.6

17.4. Vektorielle Oberflachenintegrale (Oberfldchenintegrale 2. Art):

Definition 17.3.: Sei S ein eines Flidchenstiick mit entsprechender Parametrisierung
X = X(u,v), weiterhin sei die Funktion f: S -2 R fsei stetig. Dann erkldren wir, das

Oberflichenintegral 2. Art durch:
j f(¥)do = j f(%)-ii.do= j FE)E, (u,v)X X, (u,v)dB Formel 17.7
N S B

k
Ist S zusammengesetzte Fliche, dann gilt: S = U S i und

J=1

[fndo =Y [fBrdo = [ fGw;v))- (%, X, )dB, Formel 17.8

s, J=1 B;
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'x2,u x3,v
— — 'x2,v x3,u
e, e,
‘x3,u ‘xl,u — .
L Xl= =n(u,v) //normierter Normalvektor
' h ‘x3 v ‘xl v
X X ' '
Y 2,y 3
'xl,v 'x2,u
‘xl,u XZ,V

Wir denken jetzt an das OI 1. Art:
[7F® °ﬁ Vil = [ fErdx,dx, + f,(R)dxdx, + f,(Fdx,dx,
B S

Erklidrung: dx,dx3 = n;-dudv
Deuten nun: I fdé als Fluss des Vektorfeldes f durch die Fliche S.
S

Vorzeichenabhingigkeit des Oberflachenintegrals 2. Art:
Das fiihrt zur Vorzeichenabhéngigkeit:

| fdo=[ 7,

iildB =~[ £ () (-#,)- i|dB

Beispiel: Fldchenstiick S:

r-Ccos @ x,2
X(r,@)=| r-sing |,re [0, 1], ¢ € [0, 7]; Vektorfeld f =| x, - x,
r? Xy Xy
e, e, e,| (—2r?-cosg
Normale ausrechnen: 7 =| cos@ sing  2rl=|—=2r?-sin@
—r-sing r-cosgp 0 r
r?-cos?¢g

Frp)= FGrg)=| r2-sing-cosp |:

r3-sin @

feii==2r"cos3p—2r" sin2¢-cos@p+r*-singp—2r*-cosp+r*-sing

J

S

O ey —

X2, + x, - X dxydx, + X, - xydxdx, = [ f(¥)do = [ r* - (<2cos g+ sin p)drdg
N

B

—200s¢+sin(pd(p=§

O N
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18. Integralsiitze

18.1. partielle Integration im R":

b b
u-v)’=u"-v+u-v' > ju’-vdxz[u-v]z —ju-v’dx

Wollen diese Idee in den R" iibertragen:
Einfaches Randstiick S c dB : 3 7 (X,) L S (Tangentialebene) fiir alle inneren Punkte e S

Hﬁs ()?O)H =1 //skalierte (Einheits-)Normale
Neue Koordinate: y =C" (¥ —x°)
X Vi
Zuriickschreiben: ¥=| : |=C| @ [+X°
Xy Yn

Eintridge von C Matrixelementenc; = cos(¢;,¢,*) //Richtungscosinus

Vorteil dieser Darstellung: Normalenableitung von f : B S>R!

;{ = ;f => aaf (X°)-cos(e,,é,*=n (X)) B sei nur ein siulenformiges Gebiet mit
n y

0B einfaches geschlossenes Flichenstiick, B c R" n > 2.
d,b € oB (Randfliche)

n J=1 'x]

a b
a= (’(z ], b= ["2 J, X, = (xz j , ohne Beschriinkung der Allgemeinheit: a < b,

X Xn Xn

Verbindungsstrecke von @ nach b: V.i={Xe R': X=a+A- (l;—&), Ae [0,1]}

Nun seien f, g € C'(B), Schreiben uns die Randpunkte G = (“(f*)j b= (b (x*)j

X

Partielle Integration:

A® oo T A Pa®
£ o g()c)a’B—?[ax1 (x) g()c)d)c,...a’xn—gjli(ﬁ(‘!;)—ax1 g(xX)dx, |dx ..dx,

= [1£(B)- g(b) = f(@)- g(@] d ...dx,~ | f()?)‘(%g(i) dB
0B B 1

Nun wissen wir: dx,...dx, = |cos(El,ﬁS)d0 > b: cos(e,, n, (l;)) >0, a:cos(e,n (a)<0
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Damit erhalten wir: | i g dB=[ f(2)- g(2)-cos(é,,ii,(2)dO— [ f 98
% 0X, 3 v ox,
Allgemein gilt fiir geschlossene Rénder BB welche aus einfachen Flidchenstiicken bestehen:
K g dB= jf g-cos(é,, i, )dO jf Vi=1,...n Formel 18.1
5 OX; ox;
Anwendung der Integralsétze:
1. Setze: g =1, dass heif3it a—g:ﬂ:o
dx; ox;

f:[fl(?c)

),Bch, f:B>Ry f e (C(B)?

(%)
Nun betrachten wir J‘ o, a’B— j -1dB
% 0X,
Anwendung der partlellen Integration: = I f,(2)-cos(e,,n (Z)ds
dXz

Analog: J. o dB= Ifz(z) cos(e,,n, (zZ)ds

xz

—dx;
x x| (n@®) - 1 (7 7.
(o) ) ooy
I CAOVRVAG 7\ 1A
Zusammenfassung der Formeln: J-dlv fdB= I f ‘n, dB| //Gausche Integral-satz Formel 18.2
der Ebene

x, =y, 0)dt, dx, =7p,(t)dt

18.2. Integralsédtze im R2:

Voraussetzung: B-Bereich, dB sei geschlossen, stiickweise glatt. Durchlaufsinn von 0B werde
so gewdhlt, dass B zur Linken liegt.

f :B 2> R2, f stetig differenzierbar (bis zum Rand), (f e (CY(B)»P)
Behauptung: (i) j F(F)-ii, (3))ds = j divf dB (18.2)
oB B

(i1) J‘ f(X)dx = J‘(% _%J dB  //GauB’sche Integral-satz
3B

ARG oder ebene Variante des Formel 18.3
3. Komponente der Rotation Stoke'schen Integralsatzen

Beispie: B={x € R2:x;=[0,1],0<x, <1 —x;}
- —3
Gesucht: j fdx mit f (x)= ( ]
9B Xz +Xx X,

Mit (18.3) gilt: jfdxz j(x2 —0)dB = %
e) B

18.3.GauB sche Integralsatz im R3(R"):

Voraussetzung: B-Bereich im R3 mit Rand dB (Oberfliche des Korpers B), Rand geschlossen,
bestehend aus endlich vielen einfachen Teilstiicken. f : B 2 R3 mit f € (Cl( B))3
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Behauptung: l divf dB= aLf (2)-71,(2))d0 = aLf (z)dO Formel 18.4

Beweis: Formeln der partiellen Integration 3 mal mit g = 1
Bemerkung: Der Gaul3"sche Integralsatz gilt auch fiir n > 3

BcR' f:B>R" fe (C(B)", jdivf dB= jde
B oB

Physikalische Bedeutung?:

Es sei k,(x,)—Kugel um X, mit Radius r

Essei f :B > R'mit fe (C'(B))"und k (%)cB > jdivdez divf(%,)-k,(%,)
kr(fo)

1

Xo

Das heift: div f(%,) =

j f£dO > divf(%,)=lim

P 0k (;Co)

j f-i.do
- ok, (%))
Bemerkung: ]? vorgegeben div f(?co) stellt die aus einer Volumeneinheit heraustretende
Quelldichte dar. Man spricht von:
div f(¥,)>0 Quelle in %, div f(¥,)<0 Senke in %,
Beispiel: B-Wiirfel mit Kantenldnge 1
X, - X,
F@®=| x-x, |, [fdO=[divf dB=[0aB =0
B B

0B
XXy

18.4. Integralsatz von Stokes:

Voraussetzung: S sei eine ,,zweiseitige*, stiickweise glatte Flidsche, bei der eine Seite als
SYAufenseite* gekennzeichnet werden kann.
n, sei die dulere Einheitsnormale auf S in AuBenrichtung

dS-Rand von S sei so orientiert, dass S (mit Blick auf die AuBenseite) links liegt
f : D = RR3 sei stetig differenzierbares Vektorfeld, D offen, S ¢ D c R3

Behauptung: |§ f (¥)d5 = [ rot f(3)- i, (¥)dO = [ rot f dO Formel 18.5

as N

Bemerkung: J.fd?c — Zirkulation von f lings 9S
3s

J-rotfdé — Fluss von rot f durch S
S

Anmerkung: B < R3, B-Bereich mit echtem Volumenmal IBl # 0
B c Gund G c D( f ), f - 1x stetig differenzierbar

. fx7i.do
Neue Definition der Rotation: rotf(x) = —limit;

B> 0 |B| ’ xeB

§f - d¥
Andererseits gilt: Normalenkomponente der Rotation 7_(x)- rotf(?c) = lirgl 9 |S|
ISI=>0

,x eSS

Beweisidee: p-Stellvertreter fiir f; (also die erste Komponente von f )
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ox ox ox, ox
dx, = Ldu+—=—1dt |= d Lld
i‘” 5= ¢ p [au “To tj } p (auj “rr (fazj :

9S (u,t) X 9S (u,t)
d o 0 0. %)
I (e B
B L OU t) ot ou %\ ox, Xy X

= I(a—p dx,dx, — ;—pdxldsz vollig analog fiirf, =q, f3=r
o P

dq dq
dx, = dx,dx dx,dx, |, ¢rdx = dx,dx; —
iq " t[(axl o ox, ]2 3] § J.( X2 o

2
Xau Aa| op | %, Xy,

ox,

|

t ‘x2u ‘x2t
n3

4 — dx;dx, ]
l

as
11

Addieren die Eintrige auf:

j Uy Uy Jdx, + % % |y Jdx, + o9 dx,dx, = [ rotfdO
ox, Ox, ox, ox, ox, 0x, ?

Anwendung: bei der Herleitung der Maxwell schen Gleichungen

E (x,1) — elektrische Feldstirke in X zum Zeitpunkt t

B(%,1)— magnetische Flussdichte in X zum Zeitpunkt t

C = 0S geschlossene Randkurve der Fliche S
Faraday sche Induktionsgesetz

= . dp= o~ g J = -
ffde:_EinO > lmrEdO:!—aBdO
Induzierte ~ Anderung des

Spannung  magn. Flusses

J. rotE + 5 BdO =0 fiir beliebige Flachen S //Hauptsatz der Variationsrechnung
t

N

18.5. Helmholtz scher Zerlegungssatz

Vorgegeben sei ein einmal stetig differenzierbar v : G 2 R3 und G o B(Bereich —

Integrationsbereich)

Satz 18.1.: Jedes Vektorfeld v nachoben, lisst sich i.n der Ges_tallt -
v =grad @ + rot w darstellen. ¢ - heilt Potential von v (14.4)
w - nennt man Vektorpotential

Anmerkung: Welche Ideen stehen hinter der Zerlegung: v e (C? (E )3
Bilden div v =div(grad @) + div(rot w) //1. Partielle DGL AQ =div v
=Ae =0 rot v =rot(rot w) =

Bilden nun rot v = rot(grad @) + rot(rot w) //2. Partielle DGL grad(div w) — Aw
Beispiel: Berechnung ®ines Vektorpotentials
X} x3 x5 X, b,(X)
Vv=|xix; |, b=rot v =V ==-2:| x]-x, |=|b,(¥X)
2 2 2 -
X3 - X X X, b,(x)

1. Methode zur Berechnung eines Vektorpotentials: w

wl=Ib2dt—fb3dt=—2~{fx32'xldx3 .[xl xzdxz} g'xf-xl X7 x;
0 0

0 0
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3 X 3
w, =— I —b dt— J.b3 dt=2- I x5 x,dx; = x5 - X5 v wollen wir zuriickerhalten
0 0 0

2
3 X3
b=rot v =rot w aber v #w v—w= 0

2 2
X3 0 X

jbz (x,,X,,0)dt — Ib3 (x,,x5,1)dt

1. Methode b vorgegeben Vektorpotential: w= - Ibz (x,,x,,0)dt
0

2. Methode b vorgegeben b =rot w gesucht
1

W(E) = [1-b(1(E X)) drx (¥~ X))
0

Beispiel: x,=0: w(x) im Unterschied zur 1. Methode

3 42, é é é
) Box;-x, X, 5 e, e, e,
- = 2 2 2 2
w(x)zj(—2)-t- B x;-x |dtX| x, =—§ Xy Xy X3 Xy Xp X,
! 3 %2
Box X, X, X, X, X,

3 2 2

X3 X =X X,

o= 2| s 2 2

Ergebnis: w =——| x; - x, — x5 - X
5

3 )
Xy Xy = X3 0 X

Wieder Gradientenfehler: v —w = grad (- (x - x; +x; - x; + X, - X7 )
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19. Partielle Differentialgleichungen (PDGIL.)

19.1. Grundbegriffe und Beispiele:

PDGL sind Gleichungen fiir eine gesuchte Funktion u = u(xj,..., Xp) bzw. u =1 (x,,...,x,) in
der partiellen Ableitung vorkommen. (natiirlich von u bzw. u )
Ordnung der PDGL ist vorgegeben durch die hochste Ableitungsordnung

no02
e —Au=f,-A=- 8_
i=1 axiz

2
d U +i- u —i-u = f(x,y) andere Schreibweise: uyy + ux—uy =1(X, y)
oxdy ox dy
(PDGL 2. Ordnung)
® u +uy=0(PDGL 1. Ordnung, aber nicht linear, denn u und seine Ableitungen treten
nicht nur in 1. Potenz mit Vorfaktor auf — verwandt Burges-Gleichung )
Losung einfachster PDGL:

Beispiel: u, = f(x,y)=x-e’ + y3,(xy)eR3

y — behandeln wir zunichst als Konstante
> J-ux(x, y)dx = J-(x'ey +y3)dx 2 u(x,y)+c,(y)=5x%e" +x-y3+c,(y)

setze c(y) = ca(y) — ¢i(y) und wir erhalten die Losung: u(x,y)=5x2-e¢" +x-y3+c(y)

Das ist die Gesamtheit der Losungen der von uns betrachteten PDGL — ,,allg. Losung*

Um eine einzige Losung zu erhalten (Zielrichtung) brauchen wir Zusatzinformationen, so
genannte Anfangs-/Randbedingungen.

Geben nun vor: u(x=0,y) =siny  Vy e R (bei x = Zeit wire dies eine Anfangsbedingung)
Kontrollieren diese Bedingung fiir unsere Losung: u(0,y) =102-e¢” +0- y3+c(y) =siny

- c¢(y)=siny. Die gesuchte Losung der PDGL mit der Zusatzbedingung u(0, y) =sin y ist:

u(x,y)=+1x%-e’ +x-y3+siny

19.2. Methode der Separation der Verinderlichen / Trennung der Variablen:

¢ Erlduterung an einem Beispiel:

Finde u(x, t) so dass PDGL: uy + 2 - ug =0 V(x, t) € (0, L) % (0, )|
Randbedingung: u(0, t) = u(L, t) = 0 Vi e (0, )

(19.1) PDGL: Wellengleichung, hyperbolische DGL

Formel 19.1

Separationsansatz: ‘u(x,t) = X(x)'T(t)‘
1.) Wobei X:[0, L] 2 R, T:[0, o] > R, 2mal steig differenzierbar Formel 19.2
2.) Einsetzen in PDGL: |u, —c?-u, =T"(t)- X (x)—c?-T(t)- X" (x)=0

Randbedingung: [X(0)-T(t) = X(L)-T(t) = 0 Vt € (0, )|

Formel 19.3
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Formelles Dividieren der 1. Gleichung von (19.3) durch X(x)-T(t):

@) —c2. X"(x) =0 > 110 = X'(x) = A = const. Formel 19.4
T(t) X(x) cz T() X(x)

- gewohnliche DGL: ‘X"(x) -A-Xx)=0und T"(t)—c2-A-T(t) = 0| Formel 19.5
" , X"(x)-A4-X(x)=0| _.

Losen zunéchst (19.5): Eigenwertproblem

X0)=X(L)=0
Losungsansatz nach Euler:  X(x) = ¢**  (Euler) > #2— A= 0 Losung: 4, = +JA
1. Fall: A = 0: allgemeine Losung: X (x)=c,-x+c, RB:ci=¢,=0

2. Fall: A > 0: allgemeine Losung:
X(x)=c¢, Le'Pn +c, e = -cosh\/z-x+&'1 -sinh /A4 - x RB:¢c;=c2=¢,=¢,=0
3. Fall: A< 0: A=-x2? mit (k > 0) allgemeine Losung: X (x)=c, -cosk-x+c, -sink-x
X0)=c¢,-14¢,-0=0 2¢;=0
Nun X(L)=0=c, sink-x > x:”—f, k=1,2,.
Die Funktion X, (x) = sin(% x) sind
2
so genannte Eigenfunktionen des Operators %
X
zu den Eigenwerten — ("T”)2 =1,
i 1 2
[sin2(z - x)dx=="w,(x)= = X (=" sin(£2 - x)

L
q 2 JE JL
L L
Hier gilt: J-(wk (x))?dx=1 Vke Nund (w,w,),_o. = J.wl (x)-w, (x)dx=0 beik=1
0 0

Losen des T-Problems:

Die so genannten Eigenwerte A liefern: 7" (¢) + ("T”)2 2 T)=0

Analog 3. Fall fiir X(x) = allg. Losung: T () = = cos(<Z - 1)+ ¢, - sin((£Z - 7))
Ergebnis: die allgemeine Losung der PDGL (19.1) ist:

X(x)-T(t)= Z{Ak -cos("'T” 1)+ B, -sin("T” 1)} sin("T” - X) Formel 19.6

k=1

®, = C'z‘k Frequenz, ,/A, 2+ B, 2 proportional der Amplitude

19.3. 1-dimensionale Wellengleichung:

Stellen hierfiir Anfangsrandwertproblem (ARWP) auf: Formel 19.7
PDGL: Ug(X, t) — cZux(X, t) = f(x, t) V(x,t)e Q

RB: u(0,t) =u(L,t) =0 Vte [0,0) Q=(0,L)x (0, )

AB: u(x, 0) = g(x) u(x)=h(x) Vxe [0,L]

Gegeben sind: f(x, t) = dullere Kraft (Beschleunigung)
g(x) — Anfangszahl g(0)=g(lL)=0

h(x) — Anfangsgeschwindigkeit h(0)=h(L)=0

¢ > 0 Materialkonstante
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Bemerkung: Die Wellengleichung ist eine lineare PDGL 2. Ordnung. RB + AB sind linear.
- Wir kdnnen mit dem Superpositionsprinzip arbeiten.

Deshalb 16sen wir zunéchst die homogene PDGL:
PDGL : U — C2 Uy = 0 = (X, t) RB: u0,t)=u(l,t)=0

Ergebnis (vergleich oben):  u™™"(x, t) = {A, -cos(£z<-1)+ B, -sin(£2< -¢)}-sin (42 - x)
k=1

Losung der homogenen PDGL ist Superposition (Linearkombination) von Losungen der

homogenen PDGL.

2 2
Anm.: einfaches Ausrechnen liefert z.B. {d——cz J } {A, -cos(tz<.1)+ B, -sin(kz<.1)}=0
dr?

2
Sei u(x, t) Losung der PDGL mit f # 0 setzt w := u — u® Formel 19.8
Einsetzen in PDGL: uy — uPy — c2-(uyx — Uy ) =f—f=0
Wit Wx

Behandlung der Anfangsbedingungen:
AB liefert uns die Koeffizienten {A,,B, J;,

u(x0) = g0 = {4, cos(tx= -} X, (01, X, () = sin(% x)

k=1

u,(x,0) = h(x) = Z{B (kz<). cos(kze - 1)} X, (x) 1,

Formel 19.9

Frage: konnen g(x) und h(x) auch in der Gestalt:

g(x)= ZH .- X, (x) und h(x) = Z H, - X, (x) dargestellt werden? (Das ist das Problem der

k=1 k=1

Vollstindigkeit des Systems der {X k(x)}k=1 im Raum L,(0, L).)

Satz 19.1.: (Entwicklung in den {Xk(x)}:zl)

Voraussetzung: @ = @(x) : [0, L] =2 R ; ¢ sei stetig mit @(0) = ¢(L) =0 ; (RB der Xk(x))
Behauptung: Es gibt eindeutig bestimmte Koeffizienten @, so dass

)= ¢ X, ()= ¢, sin(£x)  Vxe[0,L]
k=1 k=l

L
Die @y sind erklrt als: |, = % j p(x)sin(4Z - x)dx  Vk=1,2, ... Formel 19.10
0

Das ist ein Skalarprodukt ¢, = %(qi, X, (x)) LoD

Beweis: (mittel Fourier-Reihe)

Setzen @(x) ungerade fort auf [-L, L], wenden Fourier-Entwicklung an, von der fortgesetzten
Funktion ¢ : [-L, L] 2> R

Da ¢ ungerade = Fourier-Entwicklung enthélt nur Sinus-Terme!

Periode T =2L - Z b, -sin( k-@-x) mit ®=%=2% mit
k=1

j @(x)-sin(k - @- x)dx—— j P(x)- X, (x)dx =,

’ﬂ|-l>

> b=, @(x)= Zbk X, (x)= Z(ok X, (%)
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Also konnen wir g(x) und h(x) in {X k(x)}:’:l eindeutig darstellen:

> 3 L
g(x):sz'Xk(x) und h(x):sz'Xk(x) Ak:Gk’Bk:( ij
k=1 k=1
uhom(x’ t): utthom . C2.uxxhom =0

RB: u0,t)=ul,t)=0
AB: u(x,0)=g(x) u(x, 0) =h(x)

Losung: ”hom(xs 1= Z{Gk 'COS(HLM '[)+ (k_;ch)Hk 'Sin(Lim ' t)} X, (x)
k=1

Problem B:
Up — Cu = f(x, 0); w0, =ul, ) =0; u(x,0)=gx) ux, 0)=h(x)

Formel 19.11

Idee zu Problem B: Stelle f(x, t) in der Gestallt f(x,7)= ZF . (1) X, (x) dar. Hier reicht als
k=1
Voraussetzung die Stetigkeit von f.

L
Dabei sind die Fi(t) erkldrt durch: F, (¢) = %J. fxt)X, (x)dx
0

Ansatz fiir die Losung nach Plan B:

u(x,t)= ka )X, (x) (Hier sind die Randbedingungen schon erfiillt)
k=1

L

2

L L 0/k#1
Hier gilt: [ X, (x)- X, (x)dx = [sin(4% - x)-sin(7 - x)dx = { ’ }
0 0

Funktionen stehen senkrecht aufeinander!

PDGL: i, —c2ii, = i{f "D X, ) - T X", (0}
AB: S+ tr 1o)X, 0= YEO X0}

Hier erhalten wir fiir jedes k eine gewohnliche DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
und rechte Seite Funktion

PDGL: T,"(t)+c2- (k) T, (1) = F, (1)
- - Formel 19.12
AB: T.(0)=G,, T, (0)=H, arme

Ergebnis: u(x,t)= ka (t)- X, (x) ist eindeutig bestimmt durch die fk (t) als Losung des
k=1
AWP einer inhomogenen gewohnlichen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

STOFFENDE

19.4. Losung der elliptischen DGL.:

Au=f  EirQ=(0,L)x (0, H)
Ui =0
1. Schritt: Ansatz: u(xy, x3) = Xl(xl)-Xz(Xz)

w(x.x5,) = u, - X)X (xy) X, (x)=2-sin(55-x,), X[ (x,) =% sin(4 - x,)
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1 2 d2 1 2 d2 2 1
~A-X(x)- X, (xz):—(ka(xl)].xl (x2)—(ﬁXl (xz)]~Xk(xl)

= (2 + (520 XL (x) - X2 ()

RB sind erfiillt. Setzen w,, (x,,x,) = X, (x,)- X/ (x,). Berechnen f(xi, X2) in den wi(x1, X2).

f(x,x,) = z z Ju - wWa (X, %) = =Au(x;, x,) = Z A (%,,,) -y, W — Entwicklungs-

k=1 =1 P koeffizient der Funktion u
LH
Ju= I _[ J s 25) - Wy (X, 20 ), dixy
00

Losung: u(x,,x,)= ka’ wy (x,,X,)

kll kl

19.5. Wirmeleitungsgleichung:

PDGL.: Ue(X, t) — a2 ux(t, X) = f(x, t) V(x,t) e (0,L) x (0, =) Formel 19.13
RB : u(0, t) =h(t) u(L, t) = hg(t)
AB: u(x,0)=g(x) Vte [0,] Vxe [0,L]

PDGL 2. Ordnung — linear — parabolisch
Physikalisches Problem:

Anfangsbedingungen/-temperatur

Vertriglichkeitsbedingung: | (0) = g(0) und |hg(0) = g(L)| Formel 19.14
f(x, t) — @u0ere Wirmequellenverteilung

g(x) — Temperaturprofil Vx zum Zeitpunkt t = 0

hr, hgr — Temperaturverteilung am linken oder rechten Rand

a > (0 (Materialkonstante mit Bezug zur Wirmeleitfihigkeit)

(A) Behandeln Spezialfall: homogene Randbedingungen
hy() =he(®) =0, > g(0) =gL) =0

Benutzen Xy(x) mit X", (x)= ( ) X, (x) Vk

Satz 19.2.: (Entwicklung der Funktion)

g(x), f(x, 1), u(x, t)

Diese Entwicklungen liefern: g(x)=> G, - X, (x), f(x,1)=Y F (1)- X, (x)
k=1 k=1

Losung: u(x,t)= ZTk (t)-X,(x)  //Ti(t) sind von denen der Wellengleichung verschieden
k=1

Setzen voraus f(0, t) =f(L, t) =0  //keine Quellen auf dem Rand (Zusatzvoraussetzung)

Setzen den Ansatz fiir u in die PDGL ein und konnen wieder giiltige gewohnliche DGL fiir

Tk(t) ablesen. (Xi(x) L Xi(x) Vk #1
u, —a*u, = i(T’k (1) —a?-(B2).T (1) X, (x) = f(x,1) = ZF (1) X, (x) Formel 19.15

k=1
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AB: u(x,O):in-Xk(x) > V1,2,... suchen T (t)— a2 (B2).T,(t) = F, (1)

k=1
GDGL mit AB Ty(0) = Formel 19.16

Die Losung der GDGL liefert mit den AB die gesuchte Funktion u(x, t). Das
Superpositionsprinzip sagt aus: Allgemeine Losung T(t) ldsst sich als Losung der homogenen
GDGL + die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung darstellen.

Losen der homogenen Gleichung: 77, () — a?- ("2”2) T,(1)=0 (M)y

AR
Losung: Trennung der Variablen: J.'“—H())dt kW J.ldt
4
0 “kH
> T, 0=a(E2) e > T,0=c-eMa (32) 1) =

suchen nun spezielle Losung von (*): 77, (t) — a?- ("’”’) T,(t)=0 (%)
Variation der Konstanten: Suchen partikulére Losung: T, ,(¢) =c(?)- e’\(a2 (22 1 2)-1)
Einsetzen in (¥) liefert: ¢’(r) = F, (t)- e (a?- (£222) 1) a2 (B2)=p,

> ()= j F,()-e""dt=c0)=0 > T, ,@)=c@t)-¢"" > T _,()+¢,-e""1_=G,
0 =0 =1

Beobachtung: Der Einfluss der AB klingt in t(t = oo) exponentiell ab.

(B) inhomogene Randbedingung: hy, # 0 hgr(t) #0

Basteltrick der Hilfsfunktion: w(x,?):= h, (t) + (h () — by (1))

(w(0, t) = he(t), w(L, t) = hg(t))

Summentrick: Suchen u(x, t) = w(x, t) + u (x, t)

PDGL: u,—a?-u_ =Ww+u) —a?-(w+u) =w +iu,—a*>w_ —a*u_=f(xt)

X
L

Umstellen der Gleichung liefert: u, —a?-u_ = f(x,t)—w, = fxn)

AB: u(x,0)0g(x) =2 u (x,0)=gx)-w(x,0)

RB:  u (0,t)=u (0,t)—w(0, t) =h(t) —hp(t) =0
u(L,t)=u(L,t)—w(L,t)=hg(t)—hg (t)=0

Damit haben wir fiir # nur noch ein Problem mit homogener Randbedingung zu 16sen. Das

haben wir in (A) erledigt = u(x, t) = w(x, t) + © (X, t).
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