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13. Differentielrechnung vektorwertiger Funktionen: 
 
13.1. vektorwertige Funktionen: 
 
• Definitionsbereich sei die Menge : D ⊂ Rn  
• Bei skalaren Funktionen f : D � R   

x = (x1, x2, ..., xn)T ∈ D � f(x) = f(x1, x2, ..., xn) ∈ R 
Bemerkung: Der Funktionswert ist eine Zahle (skalar) 

• Bei vektorwertigen Funktionen f : D � Rk 

x = (x1, x2, ..., xn)T ∈ D � f(x) = 
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Bemerkung: Der Funktionswert ist Vektor aus Rk 
• Die skalare Funktionen fi : D � R , i = 1,...,k, heißen Komponentenfunktionen  

von f : D � Rk 
• Schreibweisen in der Literatur: f(x), f(x), )(xf

��
 

   Beispiel: Gravitatiosnfeld 
 f(x) = Gravitationskraft im Punkt x 
 nach NEWTON gilt: c := � · m · M 
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13.2. Differenzierbarkeit und Jacobi-Matrix: 
 
Definition 13.1.: Eine Funktion f : D � Rk heißt im Punkt x0 ∈ D  

- stetig 
- r-mal stetig partiell differenzierbar (kurz:  Cr-Funktion) 
- vollständig differenzierbar 

Wenn die enstprechende Eigenschaft für alle Komponentenfunktionen fi von f gilt. 
• Die partielle Ableitung von f im Punkt x0 ist der Vektor 
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• Die „Jacobi-Matrix“ (oder Funktionsmatrix) von f in Punkt x0 ∈ D ist die k × n Matrix. 

Jf(x, y, z)(x0) := 
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• Andere Schreibweisen in der Literatur: Jf(x0) = D f(x0) = f´(x0) 
 

   Beispiel: f : R³ � R², ��
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Spalte j Spalten von Jf Zeilen von Jf 
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Linearisierung von f : D � Rk im Punkt x0 ∈ D ⊂ Rn
 

Voraussetzung: sei f : D � Rk vollständig differenzierbar in x0 ∈ D  
⇔  fi : D � R vollständig differenzierbar in x0 ∀i = 1,...,k 
fi(x) = fi(x0) + grad fi(x0)T ⋅ (x – x0) + ri(x) 
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⇔  f(x) = f(x0) + Jf(x0) ⋅ (x – x0) + r(x) //=l(x) Linearisierung von f im Punkt x0 
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Zusammenfassung: 
• F vollständig differenzierbar in x0 genau dann wenn die Linearisierung gilt (13.1) 
• Sind alle f stetig partiell differenzierbar in x0 � es gilt 13.1 
 

Anwendung der Linearisierung beim NEWTON-Verfahren: 

Ziel: finde eine Lösung x ∈ Rn von 
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Gegeben: Näherungslösung xold ∈ Rn für die Lösung von f(x) = 0 
Gesucht: Verbesserte Näherung xnew ∈ Rn mit f(xnew) ≈ 0 
Idee: Linearisierung von f(xnew) = f(xold) + Jf(xold) ⋅ (xnew – xold) + r(xnew) ≈ 0 
bestimme xnew so, dass l(xnew) = f(xold) + Jf(xold) ⋅ (xnew – xold) = 0 
dass heißt:   

1. Löse das lineare GLS; Jf(xold) ⋅ v = –f(xold) 
2. update: xnew = xold + v 
3. Abbruchtest xnew = ok    

 
13.3. Divergenz und Rotation von Vektorfeldern: 
 
• Ein „n-dimensionales Vektorfeld V“ ist eine Funktion  

V : D � Rn mit D ⊂ Rn (also k = n) 
   Beispiel: Geschwindigkeit einer Strömung 
Definition 13.2.:  
• „die Divergenz div v“ des Vektorfeldes v : D � Rn, D ⊂ Rn ist das Skalarfeld div v : D � 

Rn mit div v(x) := ∇ ⋅ v(x) = �
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Formel 13.1 

Jacobi-Matrix Vektor(x-x0) 

x�x0 

x�x0 

:= v 

Ja � Stopp 
Nein � go to 1.  
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• „Die Rotation rot v“ des Vektorfeldes v : D � R³, D ⊂ R³ ist das Vektorfeld rot v : D � 

R³ mit rot v := ∇ × v(x) = 
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14. Kurvenintegrale (KI): 
 
14.1. Kurven im Rn: 
 
Definition 14.1.: Eine „Kurve C im Rn“ ist eine Punktmenge  
C := { x

�∈ R : x
�

= )(tγ� , t = [a, b]} wobei die Parametrisierungsfunktion γ�  : [a, b] � Rn mit 

t � 
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∈ C, t ∈ [a, b] stetig ist. t heißt Kurvenparameter 

• Unter der Parameterdarstellung von C  
versteht man die Gleichung x

�
= )(tγ� , t = [a, b] 

�(a) = Anfangspunkt 
�(b) = Endpunkt 

• Für wachsendes t ∈ [a, b] läuft der Punkt )(tγ�  von  
)(aγ�  nach )(bγ� und definiert so den Durchlaufsinn 

   Beispiel 1: C = Kreisbogen mit Mittelpunkt (0, 0) 
 Von A = (r, 0) nach B = (0, r) wobei r = Radius 
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   Beispiel 2: C = Graph von y = f(x), x ∈ [a, b] 
 Idee: Wähle t = x � y = f(x) 
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Weitere Begriffe für Kurven: 
Definition 14.2.: Zur Funktion γ� : [a, b] � Rn wird die Funktion γ�� : [a, b] � Rn definiert als 
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Für t = a und t = b sind einseitige Ableitungen zu nehmen. )(tγ�� heißt „Tangentenvektor“ zu t. 

• Es gilt: 
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Bemwerkung: )(tγ�� ist Geschwindigkeitsvektor der Bahnbewegung )(tγ� , t ∈ [a, b] 
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Definition 14.3.: Sei C eine Kurve mit Parameterdarstellung )(tγ� , t ∈ [a, b]. 
• C heißt „geschlossen“, wenn )(aγ�  = )(bγ�  
• C heißt „C1-Kurve“, wenn )(tγ� stetig differenzierbar auf [a, b] 

• C heißt „glatt “, wenn C eine C1-Kurve ist und wenn gilt: 0)( ≠tγ��  ∀t ∈ [a, b] 

�t� 0 
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Anschaulich: „glatt“ heißt keine Knicke Ecken 
 
glatt:      nicht glatt: 
 
 
Definition 14.4.: Unter der „zusammengesetzten Kurve“ C = C1 + C2 + ... + Cm versteht man 
eine Kette von aneinanderhängenden Kurvenstücken 
Ck := { x

�∈ Rn : x
�

= )(tkγ� , t = [ak, bk]} k = 1,..., m mit 
Endpunkt Ck = )( kk bγ�  = )( 11 ++ kk aγ� = Anfangspunkt Ck+1 
 
 
 
Definition 14.5.: Eine Kurve C heißt „stückweise C1-Kurve“, wenn sie aus endliche vielen  
C1-Kurvenstücken Ck, k = 1,..., m zusammengesetzt ist, dass heißt C = C1 + C2 + ... + Cm 
 
14.2. Das skalare Kurvenintegral (KI 1. Art) 
 
Definition 14.6.: Sei f : D � R, D ⊂ Rn, eine skalare Funktion, die stetig auf D ist und C eine 
Kurve in D 
• Falls C eine C1-Kurve mit Parametrisierungsfunktion γ�  : [a, b] � Rn, so ist das „skalare 

Kurvenintegral von f über C“ definiert als: 
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• Falls C = C1 + C2 + ... + Cm zusammengesetzte stückweise C1-Kurve, so ist  
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Bemerkung: (1) bei Berechnung des KI ersetze in )(xf
�

jede Komponente xi von x
�

 durch 
)(tiγ� , dass heißt ))(),...,(),(())(( 21 tttftf nγγγγ ����

=  

(2) )]²([...)]²([)]²([)( 21 tttt nγγγγ +++=��    dttds )(γ��=  heißt „skalares Bogenelement“ 

(3) der Wert des KI hängt nicht ab von der Wahl der Parametrisierungsfunktion )(tγ�  
   Beispiel: C = Viertelkreis aus Bsp. 1: f(x, y) = 2x + 3y 
     Aufgabe: berechne das KI I = dsyxf

C� ),(  
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Einsetzen in 14.1 ²5)(sin²3)(cos²2)sin3cos2(
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Interpretation des KI als Grenzwert einer Zerlegungssumme: 
• Zerlegung Zk des t-Intervalls [a, b] 

Zk = {t0, t1,..., tk}, a= t0 < t1 < … < tk = b 
Liefert Polygonzug: 

Formel 14.1 

Formel 14.2 
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Länge der Sehne:  dttts iii )()( 1 γγ ��
−=∆ +  

Feinheit von Zk definiert als ik tZ ∆= max:)(δ   ∆ti = ti+1 – ti 

Dann gilt: ��
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Beweisidee: Linearisierung von )(tγ�  im Punkt t = ti: 
)()()()()( trttttt iiii +−⋅+= γγγ ���
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Anwendungen: 
1.) Länge L(C) einer Kurve C (Bogenlänge) 
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2.) Masse eines Drahtes 
Gegeben: ortsabhängige Massendichte 
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� Masse des i-ten Drahtstücks: iii sxm ∆⋅≈ )(
�ρ  

� Gesamtmasse � ∆⋅⋅≈
i

ii sxM )(
�ρ � � ⋅

C
dsx )(

�ρ  

� � ⋅⋅=⋅=
C

a

b

dtttdsxM )())(()( γγρρ ����
 

 

3.) Schwerpunkt eines Drahtes längs der Kurve C 
Für die Komponenten xs,j des Schwerpunktes sx

�
 gilt: 
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14.3. Das vektorielle Kurvenintegral (KI 2. Art) 
 
Definition 14.7.: Sei v

�
: D � Rn, D ⊂ Rn, ein stetiges Vektorfeld 

• Falls C eine C1-Kurve mit Parametrisierungsfunktion γ�  : [a, b] � Rn, so ist das 
„vektorielle KI“ definiert als: 
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Formel 14.3 
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t = t+1 

Formel 14.4 
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Formel 14.8 
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Andere Schreibweisen: 
• falls C geschlossene Kurve, so �C...  statt �C...  

• mit Hilfe der Komponenten 
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   Beispiel:  gegeben: Kurve C mit ��
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KI 2. Art als Grenzwert einer Zerlegungssumme 
• Zerlegung Zk = {t0, t1, ... , tk} von [a, b] liefert Polynomzug von C 
 
 
 
 
 
Sekantenvektor: iiiii ttttx ∆⋅≈−=∆ + )()()( 1 γγγ �����

 
• Ähnlich wie bei KI 1. Art kann man zeigen: 
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Anwendung: Berechnung der Arbeit: 
• Ein Massenpunkt bewegt sich längs C in einem Kraftfeld )(xF

��
 

• Gesucht: W = Arbeit, die dabei vom Kraftfeld geleistet wird 
(W > 0): Kraftfeld „nützt“ der Bewegung, Radfahrer fährt bergab) 
(W < 0): Kraftfeld „schadet“ der Bewegung, Radfahrer fährt bergauf) 

• Kurve wird zerlegt: Wi = Arbeit auf i-tem Stück 
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� Grenzübergang �(Zk) � 0 liefert exakten Wert � � ⋅=
C

xdxFW
���

)(  

Bemerkung: Wird C entgegengesetzt durchlaufen (Kurve „-C“), so ändert sich das 
Vorzeichen �� ⋅−=⋅

− CC
xdxFxdxF
������

)()(  

 
14.4. Potentialfelder und Wegungenauigkeiten 
 
Definition 14.8.: Ein Vektorfeld v

�
: D � Rn, heißt „Potentialfeld“ oder „Gradientenfeld“, 

wenn es eine skalare C1-Funktion ϕ : D � R gibt, so dass )()( xgradxv
��� ϕ=  ∀ x

�
 ∈ D. Die 

Funktion ϕ heißt „Potentiel von v
�

“ (oder: „Stammfunktion“). 

   Beispiel: das Gravitationsfeld x
x
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  „Newtonsch`sche Potential“ 
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x
C

x ++⋅== �
�ϕ   denn 

iin
i

x
x
C

xxxC
x
C

x
⋅−=⋅++⋅⋅==

∂
∂ −

³
2²)...²( 2

3

12
1

��
ϕ  

Vorteil: beim Potentialfeld v
�

 kann man alles auf einen skalare Funktion ϕ zurückführen und 
man hat gute Eigenschaften bei KI. 
Zusammenhang zu vektoriellen KI 
Definition 14.9.: Ein Vektorfeld v

�
: D � Rn, heißt „konservativ“, wenn di KI � ⋅

C
xdv
��

 für 

Kurven C in D „wegunabhängig“ sind, dass heißt wenn der Wert des KI gleich bleibt für alle 
Kurven, die den gleichen Anfangspunkt und ax

�
und Endpunkt bx

�
 haben. �� ⋅=⋅

21 CC
xdvxdv
����

 

Bemerkung: die Wegunabhängigkeit von KI ist äquivalent zu 0=⋅�C xdv
��

 ∀geschlossenen 

Kurven C in D. 
Definition 14.10.: Eine Menge G ⊂ Rn heißt „Gebiet“, wenn sie „offen“ und „zusammen-
hängend“, dass heißt wenn je 2 Punkte aus G durch eine stückweise C1-Kurve C in G 
verbunden werden können. 
Satz 14.11.: (Hauptsatz für Kurvenintegrale) 
Voraussetzung: v

�
 : G � Rn stetiges Vektorfeld, G ⊂ Rn sei Gebiet  

Behauptung: (a) für ein Potentialfeld v
�

= grad ϕ und eine stückweise C1-Kurve C in G mit 

Parametrisierungsfunktion  γ�  : [a, b] � Rn gilt: ))(())((:)( abxdxv
C

γϕγϕ ����� −=⋅�  

(b) Für ein konservatives Vektorfeld v
�

 : G � Rn ist folgende Funktion ϕ : G � Rn ein 
Potential. � ⋅=

),( 0

)(
xxC
xdvx ��

���ϕ  wobei 0x
�

 beliebiger fester Punkt in G,  

),( 0 xxC
��

 beliebiges stückweise C1-Kurven von 0x
�

 nach x
�

. 
(c) v

�
 ist Potentialfeld genau dann wenn v

�
 konservativ ist (dass heißt KI wegunabhängig)  

Beweis zu (a): �����
==

⋅
∂
∂=⋅=⋅

b

a

n

i
i

i

b

a

n

i
iiC

dttt
x

dtttvdxxv
11

)())(()())(()( γγϕγγ �
�

�
���

 

)(())(())](([))](([ abtdtt
dt
d b

a

b

a

γϕγϕγϕγϕ ����
−=== �  

Bemerkung: -   (14.15) ist Möglichkeit zur Berechnung des Potentials ϕ von v
�

 
- für ),( 0 xxC

��
 kann man sich einen günstigen Weg aussuchen (z.B. Gerade)  

- ? bessere Prüfkriterien für „ v
�

 ist konservativ“? 
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Satz 14.12.: Für jedes stetig differenzierbare Potentialfeld v
�

 : G � Rn muss folgende 

Integrationsbedingung (IB) gelten:  )()( x
x

v
x

x
v

i

j

j

i ��

∂
∂

=
∂
∂

  ∀ x
�

 ∈ G,  1 ≤ < j ≤ n 

Beweis: v
�

= grad ϕ � 
i

j

jijiijj

i

x

v

xxxxxxx
v

∂
∂

=�
�

�

�

�
�

�

�

∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂=��

�

�
��
�

�

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ ϕϕϕ ²

 

IB (14.16) ist äquivalent zu: 

2D-Fall: )()(
1

2

2

1 x
x
v

x
x
v ��

∂
∂=

∂
∂

 ∀ x
�

 ∈ G (1 Bedingung) 

3D-Fall: pot 0)( =xv
�� ∀ x

�
 ∈ G  v

�
 ist rotationsfrei (3 Bedingungen) 

also: ist IB verletzt, so ist v
�

 kein Potentialfeld 

   Beispiel: ��
�

�
��
�

�

⋅
−

=
yx

yx
yxv

²²
),(

�
, y

y
v

21 −=
∂
∂

, y
x
v =

∂
∂ 2  � IB verletzt � v

�
 kein Potentialfeld 

Definition 14.13.: Ein Gebiet G heißt „einfach zusammenhängend“, wenn man jede 
geschlossne Kurve C in G innerhalb von G stetig zu einem Punkt zusammenziehen kann. 
Einfach zusammenhängend sind: 
In 2D: Gebiet ohne Loch 
In 3D: Gebiete ohne Durchbohrung 
   Beispiel für nicht einfach zusammenhängend 
 2D:     3D: 
 
 
 
Satz 14.14.: Voraussetzung:   -   v

�
 : G � Rn C1-Vektorfeld 

- G einfach zusammenhängend 
Behauptung: v

�
ist Potentialfeld genau dann wenn IB (14.16) gilt 

Bemerkung: Ist im einfachen zusammenhängenden Gebiet G die IB erfüllt für Vektorfeld v
�

, 
so ist das KI � ⋅=

C
xdxvI
���

)(  wegunabhängig (da v
�

 Potentialfeld � v
�

 konservativ) 

� Für die Berechnung des KI kann man sich eine günstige Kurve C* aussuchen, 

   Beispiel: Ist ��
�

�
��
�

�

−
−

=
xyx

yxy
yxv

6²
²32

),(
�

 Potentialfeld? Wenn ja, bestimme Potential ϕ 

• Definitionsbereich D = R² � einfach zusammenhängend 

• IB yx
y
v

621 −=
∂
∂

, yx
x
v

622 −=
∂
∂

 � IB ist erfüllt � v
�

 ist C1-Vektorfeld 

Satz 14.14.: v
�

ist Potentialfeld auf D = R²? 

� ⋅=
C

xdvx
���

)(ϕ , C: ��
�

�
��
�

�
=

ty

tx
t)(γ� , t ∈ [0, 1] 

� ��� −+−⋅=��
�

�
��
�

�
⋅��
�

�
��
�

�

−
−

=⋅=
1

0

1

0

1

0

²)6²²3²2(²
6²

²32
)(),(),( dtxyyxxyyxtdt

y

x

xyx

yxy
dtttytxvyx ϕϕ ���

 

� −=−=
1

0

²3²²²)9²3( xyyxdttxyyx  
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15. Gebietsintegrale über ebenen Bereichen (Flächenintegrale): 
 
15.1. Definition als Grenzwert von Zerlegungssumme: 
 
Voraussetzungen: 
• 2-D-Bereich B von endlich vielen glatten Kurven berandet 
• Funktion f : B � R stückweise stetig und beschränkt 
 
- Sei Q = [a, b] × [c, d] Rechteck, das B enthält 
- Zerlege Q in 2n × 2n kleine Rechtecke BK  

n = Verfeinerungslevel 

nK

ab
x

2
−=∆ , nK

cd
y

2
−=∆  

- Zu jedem BK wähle Punkt )~,~( KK yx  ∈ BK 

- betrachten nur diejenigen Bereiche BK, bei denen der Punkt )~,~( KK yx  ∈ B 
 � sie approximieren B immer besser für n � ∞ 
Definition 15.1.: Das „Gebietsintegral (oder Flächenintegral) von f über B“ ist folgender 
Grenzwert: �� ∆⋅=

K
KKK

B

ByxdByxf )~,~(lim:),(  

wobei KKK yxB ∆⋅∆=∆  Flächeninhalt von B 

Übliche Schreibweise ist ��
B

dxdyyxf ),(  („Doppelintegral“) 

Man kann zeigen: unter den obigen Voraussetzungen an f und B existiert der Grenzwert 
unabhängig von der Wahl der Punkte )~,~( KK yx ∈ BK und von Q 
 
15.2. Anwendungen: 
 
1. Volumen über B unterhalb der Fläche z = f(x, y) 

� ∆⋅≈
K

KKK ByxV )~,~(  � �=
B

dByxfV ),(  

 
 
 
 
 

2. Fläche von B 

�� ∆⋅=∆≈
K

K
K

K BBBF 1)( � � ⋅=
B

dBBF 1)(  

3. Masse und Schwerpunkt einer Platte B 
- Sei ρ(x, y) = Massendichte im Punkt (x, y) 

- Gesamtmasse M: � ∆⋅⋅≈
K

KKK ByxM )~,~(ρ � � ⋅⋅=
B

dByxM ),(ρ  

- für den Schwerpunkt (xs, ys) von B gilt: 

� ⋅⋅⋅=
B

s dByxx
M

x ),(
1 ρ  ,  � ⋅⋅⋅=

B
s dByxy

M
y ),(

1 ρ  
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15.3. Berechnung für Normalbereiche: 
 
• „Normalbereich“ B von Typ 1: 

B = {(x, y) | x ∈ [a, b], g1(x) ≤ y ≤ g2(x)} 

Hier gilt : � ��
= =

�
�

�

�

�
�

�

�
=

b

ax

xg

xgyB

dxdyyxfdByxf
)(

)(

2

1

),(),(  

 

• „Normalbereich“ B von Typ 2: 
B = {(x, y) | y ∈ [c, d], h1(x) ≤ x ≤ h2(x)} 

Hier gilt : � ��
=

�
�

�

�

�
�

�

�
=

b

cy

yh

yhB

dydxyxfdByxf
)(

)(

2

1

),(),(  

 
• Beweisidee für Typ 1: 

Punkt in Bij sei )~,~( ji yx = mij Mittelpunkt Bij 
Zerlegungssumme:  

� ∆⋅∆⋅=
ji

jijin yxyxf
,

)~,~(σ   //  Igxgxgym jij =∈⇔∈ )}~(),~({~B 2211  

  �� � ∆⋅Φ=∆⋅��
�

�
�
�
�

�
∆⋅= ii

i
i

j
jji xxxyyxf )~()~,~(  

�   )~(),~(
)~(

)~(

2

1

i

xg

xg
i xdyyxf

i

i

Φ== �  � �
=

Φ
b

ax

dxx)(  

   Beispiel:  B = {(x, y) | x ∈ [-1, 1], x² ≤ y ≤ 2 – x²}, f(x, y) = x² + 2y 

 � ��
−=

−

=
�
�

�

�

�
�

�

�
+=+=

1

1

²2

²

)2)2(
x

x

xyB

dxdyyxdByxI  

 [ ] ( )��
−=−=

−=
= −−+−−=+=

1

1

4
1

1

²2
² ²)²2(²)²2(²

xx

xy
xy dxxxxxxdxyxy  

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
3

16
³4²²44(²22 1

13
41

1

1

1
4

4
11

1

1

1

=−+−=−+−= −−−−
−=
� xxxxdxxxx

x

 

allgemeine Bereiche B: 
meist kann B in Normalbereiche zerlegt werden  
B = B1 ∨ B2 ∨ B3 dann gilt 

���
=

=
3

1

),(),(
i B

i
B i

dByxfdByxf  

 
15.4. Koordinatentransformation: 
 
Ziel: Vereinfachung der Berechnung von Gebietsintegralen �=

B

dByxfI ),(  durch Übergang 

zu neuen Koordinaten u, v 
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T
�

: R² � R²   T
�

 wird generiert durch u = T1(x, y), v = T2(x, y) 
Inverse Abbildung:  x = x(u, v) = T1*(u, v) y = y(u, v) = T2*(u, v) 
Satz 15.2.: (Transformationssatz) 
Voraussetzung:  
i. Transformation (15.9) x = (u, v) und y = (u, v) seien stetig 

differenzierbar 0
),(
),( ≠

∂
∂

vu
yx

 

ii. f sei stetig auf B : f : B � R1 

Behauptung: �� ∂
∂=

GB

dG
vu
yx

vuyvuxdByxf
),(
),(

),(),,(),(  

Wobei 
vu

vu

v
y

u
y

v
x

u
x

yy

xx

vu
yx =��

�

�
��
�

�
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

det:
),(
),(

 „Funktionaldeterminante“  

Zusatz: Voraussetzungen dürfen auf einer Fläche vom Flächenmaß Null verletzt werden. 

Idee: Standartsubstitution �� =
)(

)(

)())((
bx

ax

b

a

dxxfdt
dt
dx

txf  

   Beispiel: Ebene Polarkoordinaten (für Kreise gemacht) 
 ϕϕ cos),( ⋅== rrx , ϕϕ sin),( ⋅== rry , ²² yxr += ,  ( )x

yarctan=ϕ  
 
 
 
 
 
 
Problemzone: r = 0   kein sauberer Winkel definiert 
 
Hier Funktionaldeterminante: 

rr
r

r
yy

xx

r
yx

r

r =+⋅=
⋅
⋅−

==
∂
∂

)²sin²(cos
cossin
sincos

),(
),( ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

ϕ ϕ

ϕ
 

Das heißt:  rr
r

yx ==
∂
∂

),(
),(

ϕ
 

Fläche eines Kreises: B = {(x, y) ∈ R² : x² + y² ≤ r1²} 

Fläche des Kreises �=
B

dBB 1 � ²2
2
²

1
),(
),(

1 1
1

2

0 0

2

0 0

11

r
r

ddrrddr
r

yx rr

⋅=⋅=⋅=
∂
∂⋅ � �� � ππϕϕ

ϕ

ππ

 

 
   Beispiel: Ringsegment: 

 πππϕ π
π π

π

π

−=+−⋅=⋅=⋅=+ � ��� ²}sin²{)sin()sin(²²sin
2

2
0

rrdrrrddGrrdByx
GB
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16. Gebietsintegrale über räumlichen Bereichen (Volumenintegrale): 

 
16.1. Definition und Anwendung: 
 
gegeben: 
• 3-D-Bereich B von endlich vielen glatten Flächen berandet : B ⊂ R³ 
• Funktion f : B � R (zum Beispiel Massendichte) 
 
 
 
 
 
 
• Zerlege den Quader Q in 2n × 2n × 2n kleine Quader  BK, n – Verkleinerungslevel zu jedem 

BK wählen wir einen Punkt )~,~,~( KKK zyx  ∈ BK 
• betrachten nur diejenigen Bereiche BK, bei denen der Punkt )~,~,~( KKK zyx  ∈ B 
• Mit zunehmender Vertiefung n � ∞ wird B immer besser durch: 

�n

n
KBB ⊂    (k = 1, 2, ..., (2n)³) 

Definition 16.1.: Das „Gebietsintegral (oder: „Volumenintegral“) von f über B“ ist der 
Grenzwert: �� ∆⋅=

K
KKKK

B

BzyxdBzyxf )~,~,~(lim:),,(  

Mit: KKKKK BzyxB =∆⋅∆⋅∆=∆  (Volumen von BK), Schreibweise auch 

������ =
BB

dxdydzzyxfdBzyxf ),,(),,(  

Bemerkung: Analog zum 2D-Fall existiert der Grenzwert für stückweise stetig und 
beschränkte f und ist unabhängig von der Wahl der Zerlegungspunkte  )~,~,~( KKK zyx  ∈ BK 
Analog zum 2D-Fall: Anwendungen 
V - Volumen:   �==

B

dBBV 1  

M - Masse:   � ⋅⋅=
B

dBzyxM ),,(ρ  

S – Schwerpunkt:  �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅⋅=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

B
s

s

s

dB

z

y

x

zyx
M

z

y

x

),,(
1 ρ  ,   

 
16.2. Berechnung für Normalbereiche: 
 
Normalbereich bekannt aus 2D 
Beispiel 3D:  
B = {(x, y,z)  R³| x ∈ [a, b], g1(x) ≤ y ≤ g2(x), ϕ1(x, y) ≤ z ≤ ϕ2(x, y)} 
Bzw. : B´ = {(x, y,z)  R³ : x, y ∈ B*, ϕ1(x, y) ≤ z ≤ ϕ2(x, y)} 
Erklären Integrale: 

� �� �
�

�

�

�
�

�

�
=

*

),(

),(

*),,(),,(
2

1B

yx

yxB

dBdzzyxfdBzyxf
ϕ

ϕ
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sind für Bereich B:  � � �� �
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
=

b

a

xg

xg

yx

yxB

dxdydzzyxfdBzyxf
)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(
ϕ

ϕ

 

(Analog für zyklische Vertauschung der Koordinaten) 
   Beispiel: B sei ein Bereich im R³ der begrenzt ist von den Fläschen: 
 x = 1; y = 1; z = 0 
 x = 3 ; y = 2 ; z = xy 
   Zu berechnen: �

B

dBzyxf ),,(  mit yxzyxf ⋅=),,(  

 dxdydzzy
xy

� � � ⋅
3

1

2

1 0

= Übungsaufgaben ... 

 
16.3. Koordinatentransformation: 
 
Ziel: Integrale einfacher Berechnen 
   Beispiel: 
 
Hier: T* : G � B 
 
  
Allgemein:       u = r 

       v = �  
       w = z  

 
Hier haben wir schon Zylinderkoordinaten eingeführt: 

Transformationsformel: �� ∂
∂=

GB

dG
wvu
zyx

wvuzwvuywvuxdBzyxf
),,(
),,(

),,(),,,(),,,(),,(  

Konkret mit Zylinderkoordinaten: rr

r

zzz

yyy

xxx

zr

zr

zr

=⋅
⋅−

=
100
0cossin
0sincos

ϕϕ
ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ

   

dzddrrzrf
z

z

r

� � � ⋅
2

1

2

0 0

),,( ϕϕ
π

 

Satz 16.2.: (Transformationssatz) 
Voraussetzung:  

iii. T* : G � B ist eineindeutig : (x, y, z) � (u, v, w) 
iv. x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) seien stetig differenzierbar 

v. 0
),,(
),,( ≠

∂
∂

wvu
zyx

   ∀(u, v, w) ∈ G 

vi. f sei stetig auf B : f : B � R1 

Behauptung: �� ∂
∂=

GB

dG
wvu
zyx

wvuzwvuywvuxdBzyxf
),,(
),,(

),,(),,,(),,,(),,(  

Wobei 

wvu

wvu

wvu

zzz

yyy

xxx

wvu
zyx =

∂
∂

:
),,(
),,(

 „Funktionaldeterminante“  
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Analog zu Integralen im R² kann man hier die Voraussetzungen auf Flächen (dass heißt auf 
Punktmengen) vom Flächenmaß Null verletzen. 

Beweis: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

•
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

dw

dv

du

zzz

yyy

xxx

wvu

wvu

wvu

 dw
w
x

dv
v
x

du
u
x

dx
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=  

Zylinderkoordinaten (bekannt) 
T* G � B (r, �, z) � (x, y, z) 
x = r ⋅ cos ϕ y = r ⋅ sin ϕ z = z  ∀r ∈ [0, ∞), � ∈ [0, 2π),  z ∈ R 
speziell bei  r ∈ [0, R], z ∈[a, b] gilt:  

rr

r

wvu
zyx =⋅

⋅−
=

∂
∂

100
0cossin
0sincos

),,(
),,( ϕϕ

ϕϕ
 

Transformation ist eindeutig außer für r = 0 (Winkel undefiniert) 
   Beispiel: f (x, y, z) = x² + y² B = {(x, y,z)  R³| x² + y² ≤ R, z ∈ [a, b]} 

2
)(

4
2)(³³²),,(

44

0

2

0

2

0 0

R
ab

R
abdrrddzdzddrrdGrrdBzyxf

Rb

bB

b

a

R

G

⋅⋅−=⋅⋅−=⋅⋅==⋅= ���� � � �� ππϕϕ
ππ

 
Alles was in Zylinderkoordinaten sinnvoll  
zu behandeln ist, hat vom Gebiet B her die Gestalt: 
 
B ist so etwas wie ein Rotationskörper 
 
Neue Koordinaten für die Kugel: Kugelkoordianten 
B = K = {(x, y,z)  R³| x² + y² + z² ≤ R²} R > 0 
r² = x² + y² + z², r = Abstand vom 0-Punkt 
� = Winkel der Projektion zur positiven x-Achse  � ∈ [0, 2π) 
ϑ  = Winkel zur positiven z-Achse vom Ortsvektor  ϑ  ∈ [0, π) 
x = r ⋅⋅⋅⋅ cos � ⋅⋅⋅⋅ sin ϑ   y = r ⋅⋅⋅⋅ sin � ⋅⋅⋅⋅ sin ϑ    z = r ⋅⋅⋅⋅ cos ϑ  
Ausrechnen der Funktionaldeterminante: 

=
⋅−

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅−⋅

=
∂
∂

ϑϑ
ϑϕϑϕϑϕ
ϑϕϑϕϑϕ

sin0cos
cossinsincossinsin
coscossinsinsincos

),,(
),,(

r

rr

rr

wvu
zyx

 

=
⋅⋅
⋅⋅

⋅−
⋅⋅
⋅⋅

⋅
ϑϕϑϕ
ϑϕϑϕ

ϑ
ϑϕϑϕ
ϑϕϑϕ

ϑ
sincossinsin
sinsinsincos

cos²
cossinsincos
coscossinsin

cos² rr

=⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅ )²sin²sin²sin²(cossin²)cossin²coscossin²sin(cos² ϑϕϑϕϑϑϑϕϑϑϕϑ rr

ϑϑϑϑϑϑ sin²)²(sinsin²)cossin(cos² ⋅−=⋅−⋅−⋅ rrr  ϑsin²
),,(
),,( ⋅=

∂
∂

r
wvu
zyx

 

Halbkugel: B = K = {(x, y,z)  R³| x² + y² + z² ≤ R², z ≥ 0} 
Volumen von B: �=

B

dBB 1  � � ⋅⋅
G

dGr υsin²1  

)},0[),[0,2R,r0 R³,),,{( 2
πϑπϕυϕ ∈∈≤≤∈= rG  

³
3
2

]cos[
3
³

2sin² 2

2

0
00

2

0

R
R

ddrrd
R

⋅⋅=−⋅⋅=⋅⋅ ��� πϑπϑϑϕ
π

ππ

 

„Vollständiges 
Differential“ 

Formel 16.11 

Formel 16.12 

Formel 16.13 
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17. Oberflächenintegrale (OI) 

 
17.1. Flächen im R³: 
 
Definition 17.1.: Unter einer „Parameterdarstellung“ eines Flächenstückes S versteht man die 
Vektorfunktion ),( vuxx

�� =  u, v ∈ B, die jedem Punkt (u, v)∈ B im Parameterbereich einen 
Punkt auf dem Flächenstück S zuordnet:  S = { x

�
 ∈ R³ : ),( vuxx

�� =  mit u, v ∈ B} 
S nennt man eine reguläres Flächenstück, wenn x

�
 eineindeutig x

�
 : B � S, x

�
 ist stetig 

differenzierbar : Tangentialbedingung: 0
3

2

1

3

2

1

≠
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

×
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=×

∂
∂
∂
∂
∂
∂

∂
∂
∂
∂
∂
∂

v
x
v
x
v
x

u
x
u
x
u
x

vu xx
��

 

Ziel: Oberflächenelement – Ausrechnen des Flächeninhaltes von S 

�
=

∆==
n

k
kSSSF

1

lim)(  

Erklären nun die Zerlegung:  
vvuxuvuxxS vuk ∆+∆+=∆ ),(),(

���
 

Fläche: vuxx vu ∆⋅∆⋅× ��
 

kkkkvkkuk vuvuxvuxS ∆⋅∆⋅×=∆ ),(),(:
��

 

 
17.2. Der Flächeninhalt eines Flächenstückes S: 
 

�� =×==
SB

vu dOSdBxxSSF
���)(  //dO  fasst man im Sinne von dBxx vu

�� ×  auf 

Bemerkung: Definition ist unabhängig von der Parametrisierung 
Faulheit führt zum Benutzen der Lagrang’schen Identität: 

)²()()( vuvvuuvu xxxxxxxx
�������� ×−×⋅×=×  

   Beispiel: Zylinderflächenstück 
   S = {(x1, x2, x3) ∈ R³ : x1² + x2² = R², x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ∈ [0, H]} 
   Berechnen F(S):   Rxx z =× ��

ϕ  

   ],0[ 2
πϕ ∈ , ],0[ Hz ∈ , z = x3, r = R = const. 

   x1 = R ⋅ cos ϕ x2 = R ⋅ sin ϕ   x3 = z 

   
	
	
	




�

�
�
�




�

⋅=⋅⋅−=×
0

sin
cos

100
0cossin
321

ϕ
ϕ

ϕϕϕ RRR

eee

xx z

���

��
 

   Rxx z =× ��
ϕ  RHddzRS

H

⋅⋅== � � 2
0 0

2

πϕ
π

 

Bei Flächen: S = { x
�

(u, v) ∈ R³ : u, v ∈ B} 
Vorbereitung: )(SFSdvudxx

B
vu ==×�
��

 

Projektion der Fläche S auf x1 = 0 differentiell dudvdxdx
v
x

v
x

u
x

u
x

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
32

32

32  

n� ∞ 
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Formel 17.4 



Mathematik III für Elektrotechniker – Dr. Schieweck / Dr. Rummler WS 05/06 

  © Torben Nentwig  31.01.´06 
 
 

17.3. Skalare Oberflächenintegrale (Oberflächenintegrale 1. Art): 
 
Definition: (Flächenstücke) Bekannt: S = { x

�
(u, v) ∈ R³ : u, v ∈ B} 

(a) Die Fläche S werde von endlich vielen „Jordankurven“ berandet. Dass heißt der Rand von 
S sei stückweise glatt, stetig differenzierbar nach dem Parameter, ∂S so orientiert, dass die 
Fläche zur Linken liegt. 

(b) x
�

  ist eindeutig, bis auf Flächenmaß Null 2
),(

)( =
vuD

xD
Rang

�

 (mit der gleichen 

Einschränkung) 
(c) S sei einfach zusammenhängend (das ist die Forderung an B) 
(d) Wir nennen S einfach, wenn S einfach zusammenhängend und ∂S stückweise glatt ist 
Definition Oberflächenintegral 1. Art: 
Definition 17.2.: S sei einfaches Flächenstück, Parameter-Bereich B, ),( vuxx

�� = , weiterhin 
sei die Funktion f : S � R1, f sei stetig. Dann erklären wir, das Oberflächenintegral 1. Art 
durch: �� ×⋅=

B
vu

S

dvudxxvuxfdoxf
����

)),((:)(  

� ��
=

×⋅=
k

j B
jvujj

S j

jj
Bdxxvuxfdoxf

1

)),((:)(
����

, immer wenn die Menge der inneren Punkte von 

(Sj ∩ Sl) = ∅ 
Arbeiten mit Flächenelementen: 
Zerlegen S in ∆oj, dvduvuxvuxo jjvjjujk ∆⋅∆×=∆ ),(),(

��
 und Funktionswert f( x

�
(uj, vj)) = fj 

� doxfof
S

N

j
jj �� =∆⋅

=

)(:lim
1

�
 

   Beispiel Kugeloberfläche: S = { x
�

 ∈ R³ : || x
�

|| = R > 0} 
   Parametrisierung:  x = R ⋅ cos � ⋅ sin ϑ ; y = R ⋅ sin � ⋅ sin ϑ ;  z = R ⋅ cos ϑ  
 f( x

�
) = x1² + x2²    

 ϕϑϑϑ
π π

ddRRdoxf
S

� �� ⋅⋅⋅=
2

0 0

²sin²²sin²)(
�

 = ϑϑπ
π

dR �⋅
0

4 ³sin2  

 
17.4. Vektorielle Oberflächenintegrale (Oberflächenintegrale 2. Art): 
 
Definition 17.3.: Sei S ein eines Flächenstück mit entsprechender Parametrisierung 

),( vuxx
�� = , weiterhin sei die Funktion f : S � R1, f sei stetig. Dann erklären wir, das 

Oberflächenintegral 2. Art durch: 

��� ×=⋅=
B

vu
S

s
S

dBvuxvuxxfdonxfodxf ),(),()(()()(
����������

 

Ist S zusammengesetzte Fläche, dann gilt: �
k

j
jSS

1=

=  und  

� �� ��
==

×⋅==
k

j B
jvujj

k

j SS j

jj

j

dBxxvuxfodxfodxf
11

)()),(()()(
����������
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),(

,2,1

,2,1

,1,3

,1,3

,3,2

,3,2

,3,2,1

,3,2,1

321

vun

xx

xx
xx

xx
xx

xx

xxx

xxx

eee

xx

vu

uv

vv

uu

uv

vu

vvv

uuuvu

�

���

�� =

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

==×   //normierter Normalvektor 

Wir denken jetzt an das OI 1. Art:  

�� ++=⋅•
SB

dxdxxfdxdxxfdxdxxfdBn
n
n

xf 213132321 )()()()(
����

�

�
��

 

Erklärung: dx2dx3 = n1⋅dudv 
Deuten nun: �

S

odf
��

 als Fluss des Vektorfeldes f
�

 durch die Fläche S. 

Vorzeichenabhängigkeit des Oberflächenintegrals 2. Art: 
Das führt zur Vorzeichenabhängigkeit:  

��� ⋅−⋅−=⋅⋅=
B

s
B

s
S

BdnnxfdBnnxfodf
~

)()()(
����������

 

   Beispiel: Flächenstück S:  

   
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅
⋅

=
²

sin
cos

),(
r

r

r

rx ϕ
ϕ

ϕ�
, r ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, π];     Vektorfeld 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅
⋅=

32

21

1²

xx

xx

x

f
�

  

   Normale ausrechnen: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅−
⋅−

=
⋅⋅−

=
r

r

r

rr

r

eee

n ϕ
ϕ

ϕϕ
ϕϕ sin²2

cos²2

0cossin
2sincos

321

���

�
 

   
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅
⋅⋅

⋅
==

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕϕ

sin³
cossin²
²cos²

),((),(
r

r

r

rxfrf
���

: 

   ϕϕϕϕϕϕ sincos2sincos²sin2³cos2 44444 ⋅+⋅−⋅+⋅⋅−⋅−=• rrrrrnf
��

 

   ��� +−⋅==⋅+⋅+
BSS

drdrdoxfdxdxxxdxdxxxdxdxx ϕϕϕ )sincos2()(² 4
21321321321

�
 

   � � =+−⋅=
1

0 0

4

5
2

sincos2
π

ϕϕϕ ddrr  
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18. Integralsätze 

 
18.1. partielle Integration im Rn: 
 

(u ⋅ v)´ = u´ ⋅ v + u ⋅ v´ � dxvuvudxvu
b

a

b
a

b

a
�� ⋅−⋅=⋅ ´][´  

Wollen diese Idee in den Rn übertragen: 
Einfaches Randstück S ⊂ ∂B : ∃ )( 0xns

�� ⊥ S (Tangentialebene) für alle inneren Punkte 0x
� ∈ S 

1)( 0 =xns

��
 //skalierte (Einheits-)Normale 

Neue Koordinate: )( 0xxCy T ��� −=  

Zurückschreiben: 0
11

x

y

y

C

x

x

x

nn

�
��

� +
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=  

Einträge von C Matrixelementen *),cos( kjjk eec
��=   //Richtungscosinus 

Vorteil dieser Darstellung: Normalenableitung von f : B  � R1 

�
=

=⋅
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂ n

j
skj

jns

xneex
x
f

y
f

n
f

1

00 ))(*,cos()(
�����

�  B sei nur ein säulenförmiges Gebiet mit 

∂B einfaches geschlossenes Flächenstück, B ⊂ Rn n ≥ 2. 
ba
��

, ∈ ∂B (Randfläche) 

�
�

�

�

�
�

�

�
=

�

�

nx

a
xa 2 , �

�

�

�

�
�

�

�
=

�

�

nx

b
xb 2 , �

�
�

�
�
�
�

�
= �

�

nx

xx 2

* , ohne Beschränkung der Allgemeinheit: a < b, 

Verbindungsstrecke von a
�

 nach b
�

: 
ba

V ��  := { x
�

 ∈ Rn : )( abax
���� −⋅+= λ , λ ∈ [0, 1]} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nun seien f, g ∈ C1( B ), Schreiben uns die Randpunkte ��
�

�
��
�

�
=

*

* )(
x

xa
a �

��
�

, �
�
�

�
�
�
�

�
=

*

*)(
x

xb
b �

��
�

 

Partielle Integration: 

n
B

xb

xa
n

b

aB

dxdxdxxg
x
xf

dxdxxgx
x
f

dBxg
x
xf

...)(
)(

...)()()(
)(

21

)(

)( 1
1

11

*

*

� ���
∂

�
�

�

�

�
�

�

�
⋅

∂
∂=⋅

∂
∂=⋅

∂
∂

��

��

�
�

���
�

 

dBx
x
g

xfdxdxagafbgbf
BB

n �� ∂
∂⋅−⋅−⋅=

∂

)()(...)]()()()([
1

2

������
 

Nun wissen wir: dOnedxdx sn ),cos(... 12

��=  � 0))(,cos(: 1 ≥bneb s

����
, 0))(,cos(: 1 ≤anea s

����
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Damit erhalten wir: dB
x
g

fdOznezgzfdBg
x
f

BB
s

B
��� ∂

∂⋅−⋅⋅=⋅
∂
∂

∂ 1
1

1

))(,cos()()(
�����

 

Allgemein gilt für geschlossene Ränder ∂B, welche aus einfachen Flächenstücken bestehen: 

dB
x
g

fdOnegfdBg
x
f

B jB
sj

B j
��� ∂

∂⋅−⋅⋅=⋅
∂
∂

∂

),cos(
��

 ∀j = 1, ..., n 

Anwendung der Integralsätze: 

1. Setze:  g = 1, dass heißt 0
1 =

∂
∂=

∂
∂

jj xx
g

 

  ��
�

�
��
�

�
=

)(
)(

2

1

xf

xf
f �

�
�

, B ⊂ R², f
�

 : B � R², f
�

 ∈ (C1( B ))² 

Nun betrachten wir dB
x
f

dB
x
f

BB
�� ⋅

∂
∂=

∂
∂

1
11

1  

Anwendung der partiellen Integration: = dsznezf
B

s�
∂

⋅ )(,cos()( 11
����

 

Analog: dsznezfdB
x
f

B
s

B
��
∂

⋅=
∂
∂

)(,cos()( 22
2

2 ����
 

��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�

)(
)(

)(
)(

2

1

2

1

2

1

t

t

tx

tx

x

x

γ
γ

, ��
�

�
��
�

�
⋅=

2

11
)(

γ
γ

γ

�

��
�

xt , ��
�

�
��
�

�

−
⋅=

1

21
)(

γ
γ

γ �

�

��
��
xns  

Zusammenfassung der Formeln: dBnfdBfdiv
B

s
B

��
∂

⋅= ���
  

dttdx )(11 γ�= ,  dttdx )(22 γ�=  
 
18.2. Integralsätze im R²: 
 
Voraussetzung: B-Bereich, ∂B sei geschlossen, stückweise glatt. Durchlaufsinn von ∂B werde 
so gewählt, dass B zur Linken liegt. 
f
�

 : B � R², f
�

stetig differenzierbar (bis zum Rand), ( f
�

∈ (C1( B ))²) 

Behauptung:  (i) dBfdivdsxnxf
BB

s �� =⋅
∂

�����
))()(   (18.2) 

(ii) dB
x
f

x
f

xdxf
BB
�� ��

�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂=

∂ 2

1

1

2)(
��

 

 
   Beispiel: B = { x

�
 ∈ R² : x1 = [0, 1], 0 ≤ x2 ≤ 1 – x1} 

 Gesucht: �
∂B

xdf
��

 mit �
�
�

�
�
�
�

�

⋅+
−

=
21

3
2

2
1 3

)(
xxx

x
xf
��

 

 Mit (18.3) gilt: �� =−=
∂ BB

dBxxdf
6
1

)0( 2

��
 

 
18.3.Gauß`sche Integralsatz im R³( R n): 
 
Voraussetzung: B-Bereich im R³ mit Rand ∂B (Oberfläche des Körpers B), Rand geschlossen, 
bestehend aus endlich vielen einfachen Teilstücken. f

�
 : B � R³ mit f

�
∈ (C1( B ))³ 

Formel 18.1 

dx2 

–dx1 

Formel 18.2 

Formel 18.3 

//Gauß`sche Integral-satz 
der Ebene 
 

3. Komponente der Rotation 

//Gauß`sche Integral-satz 
oder ebene Variante des 
Stoke`schen Integralsatzen 
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Behauptung: dOzfdOznzfdBfdiv
BB

s
B

���
∂∂

=⋅= )())()(
������

 

Beweis: Formeln der partiellen Integration 3 mal mit g = 1 
Bemerkung: Der Gauß`sche Integralsatz gilt auch für n > 3 
B ⊂ Rn, f

�
 : B � Rn, f

�
∈ (C1( B ))n , dOfdBfdiv

BB
��
∂

=
��

 

Physikalische Bedeutung?: 
Es sei )( 0xkr

�
–Kugel um 0x

�
 mit Radius r 

Es sei f
�

 : B � Rn mit f
�

∈ (C1( B ))n und )( 0xkr

� ⊂ B � )()( 00
)( 0

xkxfdivdBfdiv r
xkr

����

�

⋅≈�  

Das heißt: dOf
xk

xfdiv
rkr
�

∂

⋅≈
�

�
��

)(
1

)(
0

0  � dOnf
xk

xfdiv
xk

s
r r

�
∂

⋅⋅=
)(0

0

0
)(

1
lim)(

�

��
�

��
 

Bemerkung: f
�

 vorgegeben div )( 0xf
��

 stellt die aus einer Volumeneinheit heraustretende 
Quelldichte dar. Man spricht von:  
div )( 0xf

��
> 0  Quelle in 0x

�
  div )( 0xf

��
< 0  Senke in 0x

�
 

   Beispiel: B-Würfel mit Kantenlänge 1 

 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅
⋅
⋅

=

21

13

32

)(
xx

xx

xx

xf
��

, 00 === ���
∂

BdBdfdivdOf
BBB

��
 

 
18.4. Integralsatz von Stokes: 
 
Voraussetzung: S sei eine „zweiseitige“, stückweise glatte Fläsche, bei der eine Seite als 
„Außenseite“ gekennzeichnet werden kann. 

sn
�

 sei die äußere Einheitsnormale auf S in Außenrichtung 
∂S-Rand von S sei so orientiert, dass S (mit Blick auf die Außenseite) links liegt 
f
�

 : D � R³ sei stetig differenzierbares Vektorfeld, D offen, S ⊂ D ⊂ R³ 

Behauptung: OdfrotOdxnxfrotxdxf
SS

s
S

���������

��� =⋅=
∂

)()()(  

Bemerkung: xdf
S

��

�
∂

 – Zirkulation von f
�

 längs ∂S 

  Odfrot
S

��

�  – Fluss von rot f
�

 durch S 

Anmerkung: B ⊂ R³, B-Bereich mit echtem Volumenmaß |B| � 0 
B ⊂ G und G ⊂ D( f

�
), f
�

 - 1x stetig differenzierbar 

Neue Definition der Rotation: 
B

dOnf
xfrot

s� ×
−=

��

��
lim)( , x

�
 ∈ B 

Andererseits gilt: Normalenkomponente der Rotation 
S

xdf
xfrotxn S

s

�
∂

⋅
=⋅

��

����
lim)()( , x

�
 ∈ S 

Beweisidee: p-Stellvertreter für f1 (also die erste Komponente von f
�

) 

Formel 18.5 

r� 0 

Formel 18.4 

|B| � 0 

 

|S| � 0 
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���
∂∂∂

�
�

�
�
�

�

∂
∂⋅+�

�

�
�
�

�

∂
∂⋅=�

�

�
�
�

�

∂
∂+

∂
∂⋅=

),(

11

),(

11
1

tuStuSS

dt
t
x

pdu
u
x

pdt
t
x

du
u
x

pdxp  

Bd
xx

xx

x
p

xx

xx

x
p

Bd
u
x

p
tt

x
p

u B tu

tu

tu

tu

tuB
�� �

�
�

�
�
�
�

�

∂
∂−

∂
∂==	




�
�



�
�
�

�
�
�

�

∂
∂⋅

∂
∂−�

�

�
�
�

�

∂
∂⋅

∂
∂=

22

11

211

33

3),(

11 ...  

� ��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂=

S

dxdx
x
p

dxdx
x
p

21
2

13
3

 völlig analog für f2 = q, f3 = r 

�� ��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂=

∂ SS

dxdx
x
q

dxdx
x
q

dxq 32
3

21
1

2 , �� ��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂=

∂ SS

dxdx
x
r

dxdx
x
r

dxr 13
1

32
2

3  

 

Addieren die Einträge auf: 

Odfrotdxdx
x
f

x
f

dxdx
x
f

x
f

dxdx
x
f

x
f

SS

��

�� =��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂+��

�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂+��

�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂

21
2

1

1

2
13

1

3

3

1
32

3

2

2

3  

Anwendung: bei der Herleitung der Maxwell`schen Gleichungen 
),( txE

��
– elektrische Feldstärke in x

�
 zum Zeitpunkt t 

),( txB
��

– magnetische Flussdichte in x
�

 zum Zeitpunkt t 
C = ∂S geschlossene Randkurve der Fläche S 
Faraday`sche Induktionsgesetz 

OdB
t

xdE
CC

����

�� ∂
∂−=  � OdB

t
OdErot

SS

����

�� ∂
∂−=  

 

0=
∂
∂+� OdB
t

Erot
S

���
 für beliebige Flächen S //Hauptsatz der Variationsrechnung 

 
18.5. Helmholtz`scher Zerlegungssatz 
 
Vorgegeben sei ein einmal stetig differenzierbar v

�
 : G � R³ und G ⊃ B(Bereich – 

Integrationsbereich) 
Satz 18.1.: Jedes Vektorfeld v

�
 nachoben, lässt sich in der Gestallt  

v
�

 = grad ϕ + rot w
�

 darstellen. 
 
Anmerkung: Welche Ideen stehen hinter der Zerlegung: v

� ∈ (C² ( B ))³  
Bilden div v

�
 = div(grad ϕ) + div(rot w

�
) //1. Partielle DGL 

 
Bilden nun rot v

�
= rot(grad ϕ) + rot(rot w

�
) //2. Partielle DGL 

   Beispiel: Berechnung eines Vektorpotentials 

 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅
⋅
⋅

=
2
1

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

xx

xx

xx

v
�

, b
�

= rot v
�

 = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅
⋅
⋅

⋅−=
)(
)(
)(

2

3

2

1

2
2
1

1
2
3

3
2
2

xb

xb

xb

xx

xx

xx

v
�

�

�

�
 

1. Methode zur Berechnung eines Vektorpotentials: w
�

 

2
2

2
11

2
32

0
2

2
13

0
1

2
3

0
3

0
21 3

2
2

3323

xxxxdxxxdxxxdtbdtbw
xxxx

⋅−⋅⋅−=
��

�
�
�

��

�
�
�

⋅−⋅⋅−=−= ����  

dx1 

 
f1 

 
f2 

 

n2 

 
n3 

IIII 

III II 

II I

Induzierte  
Spannung 

Änderung des  
magn. Flusses 

ϕ - heißt Potential von  v
�

 (14.4) 
w
�

 - nennt man Vektorpotential 

= ∆ϕ = 0 

= 0 

∆ϕ = div v
�

 
rot v

�
 = rot(rot w

�
) = 

grad(div w
�

) – ∆ w
�
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2
3

2
23

0
1

2
2

0
3

0
12

323

2 xxdxxxdtbdtbw
xxx

⋅=⋅⋅=−−−= ���  v
�

 wollen wir zurückerhalten 

b
�

= rot v
�

 = rot w
�

 aber v
�

 ≠ w
�

 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅

⋅⋅
=−

2
1

2
3

133
2

0
xx

xx

wv
��

 

1. Methode b
�

 vorgegeben Vektorpotential: 

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

−

−

= �

��

0

),,(

),,(),,(

3

0
3

2

0
2

3

0
3

212

313212

dttxxb

dttxxbdttxxb

w
x

x

x

x

x

x

�
 

2. Methode b
�

 vorgegeben b
�

 = rot w
�

 gesucht 

)())(()( 0

1

0
0 xxdtxxtbtxw

������ −×−⋅= �  

   Beispiel: 0x
�

= 0: )(xw
��

 im Unterschied zur 1. Methode 

 

321

2
2
13

2
33

2
2

321

3

2

12

1
2

2
1

1
2
3

3
2
2

5
2

³
³
³

)2()(
xxx

xxxxxx

eee

x

x

x

dt

xxt

xxt

xxt

txw ⋅⋅⋅−=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

×
⋅
⋅
⋅

⋅⋅−= �

���

��
 

Ergebnis: 
	
	
	




�

�
�
�




�

⋅−⋅
⋅−⋅
⋅−⋅

−=
2
1

2
33

3
2

2
3

2
22

3
1

2
2

2
11

3
3

5
2

xxxx

xxxx

xxxx

w
�

  

Wieder Gradientenfehler: ))(( 2
3

3
2

3
3

2
2

2
2

3
15

1 xxxxxxgradwv ⋅+⋅+⋅⋅=− ��
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19. Partielle Differentialgleichungen (PDGL) 

 
19.1. Grundbegriffe und Beispiele: 
 
 
PDGL sind Gleichungen für eine gesuchte Funktion u = u(x1,..., xn) bzw. ),...,( 1 nxxuu

�� =  in 
der partiellen Ableitung vorkommen. (natürlich von u bzw. u

�
) 

Ordnung der PDGL ist vorgegeben durch die höchste Ableitungsordnung 

• fu =∆− , �
= ∂

∂−=∆−
n

i ix1 ²
²

 

• ),(
²

yxfu
y

u
x

u
yx

=⋅
∂
∂−⋅

∂
∂+⋅

∂∂
∂

 andere Schreibweise:   uxy + ux – uy = f(x, y) 

(PDGL 2. Ordnung) 
• ut + ux = 0 (PDGL 1. Ordnung, aber nicht linear, denn u und seine Ableitungen treten 

nicht nur in 1. Potenz mit Vorfaktor auf – verwandt Burges-Gleichung ) 
Lösung einfachster PDGL: 
   Beispiel:  ³),( yexyxfu y

x +⋅== , (x,y) ∈ R³ 
     y – behandeln wir zunächst als Konstante 
     � �� +⋅= dxyexdxyxu y

x ³)(),(  � )(³²)(),( 22
1

1 ycyxexycyxu y +⋅+⋅=+  

     setze c(y) = c2(y) – c1(y) und wir erhalten die Lösung: )(³²),( 2
1 ycyxexyxu y +⋅+⋅=  

     Das ist die Gesamtheit der Lösungen der von uns betrachteten PDGL – „allg. Lösung“ 
 
Um eine einzige Lösung zu erhalten (Zielrichtung) brauchen wir Zusatzinformationen, so 
genannte Anfangs-/Randbedingungen.  
Geben nun vor: u(x=0, y) = sin y ∀y ∈ R (bei  x = Zeit wäre dies eine Anfangsbedingung) 
Kontrollieren diese Bedingung für unsere Lösung: yycyeyu y sin)(³0²0),0( 2

1 =+⋅+⋅=  
� yyc sin)( = . Die gesuchte Lösung der PDGL mit der Zusatzbedingung yyu sin),0( =  ist:  

yyxexyxu y sin³²),( 2
1 +⋅+⋅=  

 
19.2. Methode der Separation der Veränderlichen / Trennung der Variablen: 
 
• Erläuterung an einem Beispiel: 
Finde u(x, t) so dass PDGL: utt + c² ⋅ uxx = 0  ∀(x, t) ∈ (0, L) × (0, ∞)  
Randbedingung: u(0, t) = u(L, t) = 0    ∀t ∈ (0, ∞) 
(19.1) PDGL: Wellengleichung, hyperbolische DGL 
 
 
 
 
 
 
Separationsansatz: u(x,t) = X(x)⋅T(t) 
1.) Wobei X:[0, L] � R, T:[0, ∞] � R, 2mal steig differenzierbar 
2.) Einsetzen in PDGL: 0)('')(²)()(''² =⋅⋅−⋅=⋅− xXtTcxXtTucu xxtt  

Randbedingung: X(0)⋅T(t) = X(L)⋅T(t) = 0 ∀t ∈ (0, ∞) 

Formel 19.1 
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Formelles Dividieren der 1. Gleichung von (19.3) durch X(x)⋅T(t): 

0
)(
)(''

²
)(
)('' =⋅−

xX
xX

c
tT
tT

  �  λ==⋅
)(
)(''

)(
)(''

²
1

xX
xX

tT
tT

c
 = const. 

� gewöhnliche DGL: 0)()('' =⋅− xXxX λ  und 0)(²)('' =⋅⋅− tTctT λ  

Lösen zunächst (19.5): 
�
�
�

�
�
�

==
=⋅−
0)()0(

0)()(''
LXX

xXxX λ
Eigenwertproblem 

Lösungsansatz nach Euler: X(x) = eµ⋅x (Euler) � µ² – λ = 0 Lösung: λµ ±=2,1   

1. Fall: λ = 0: allgemeine Lösung: 21)( cxcxX +⋅=  RB: c1 = c2 = 0 
2. Fall: λ > 0: allgemeine Lösung: 

xcxcececxX xx ⋅⋅+⋅⋅=⋅+⋅= ⋅−⋅ λλλλ sinh~cosh~)( 1121  RB: c1 = c2 = 1
~c  = 2

~c  = 0 
3. Fall: λ < 0: ²κλ −=  mit (κ > 0) allgemeine Lösung: xcxcxX ⋅⋅+⋅⋅= κκ sincos)( 21  

001)0( 21 =⋅+⋅= ccX  � c1 = 0  

Nun xcLX ⋅⋅== κsin0)( 2  � 
L

k⋅= πκ , k = 1, 2,... 

Die Funktion ( )xxX L
k

k
πsin)( =  sind  

so genannte Eigenfunktionen des Operators 
²
²

dx
d

 

zu den Eigenwerten ( ) kL
k λπ =− ⋅ 2  

( )
2

²sin
0

L
dxx

L

L
k =⋅� ⋅π  ( )x

L
xXxw L

k
kLk ⋅⋅=⋅= ⋅πsin

2
)(

1
)(

2

 

Hier gilt: � =
L

k dxxw
0

1))²((  ∀k ∈ N und � =⋅==

L

klLLkl dxxwxwww
0

),0( 0)()(),(  bei k = l 

Lösen des T-Problems: 
Die so genannten Eigenwerte λ liefern: ( ) 0)(²)('' 2 =⋅⋅+ ⋅ tTctT L

k π  
Analog 3. Fall für X(x) � allg. Lösung: ( ) ( )( )tctctT L

k
L
kc ⋅⋅+⋅⋅= ⋅⋅⋅ ππ sincos)( 21  

Ergebnis: die allgemeine Lösung der PDGL (19.1) ist: 

( ) ( ){ } ( )�
∞

=

⋅ ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅
1

sinsincos)()(
k

L
k

L
k

kL
k

k xtBtAtTxX πππ  

L
kc

K

⋅⋅= πω  Frequenz, ²² kk BA +  proportional der Amplitude 

 
19.3. 1-dimensionale Wellengleichung: 
 
Stellen hierfür Anfangsrandwertproblem (ARWP) auf: 
PDGL:  utt(x, t) – c²⋅uxx(x, t) = f(x, t)  ∀(x, t) ∈ Ω 
RB:  u(0, t) = u(L,t) = 0   ∀t ∈ [0, ∞) Ω = (0, L) × (0, ∞) 
AB:   u(x, 0) = g(x)  ut(x) = h(x) ∀x ∈ [0, L] 
Gegeben sind: f(x, t) = äußere Kraft (Beschleunigung) 
g(x) – Anfangszahl g(0) = g(L) = 0 
h(x) – Anfangsgeschwindigkeit h(0) = h(L) = 0 
c > 0 Materialkonstante 

Formel 19.5 
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Bemerkung: Die Wellengleichung ist eine lineare PDGL 2. Ordnung. RB + AB sind linear.  
� Wir können mit dem Superpositionsprinzip arbeiten. 
Deshalb lösen wir zunächst die homogene PDGL: 
PDGL :  utt – c²⋅uxx = 0 = f(x, t)  RB:  u(0, t) = u(L, t) = 0 

Ergebnis (vergleich oben):  uhomogen(x, t) = ( ) ( ){ } ( )�
∞

=

⋅⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅
1

sinsincos
k

L
k

L
ck

kL
ck

k xtBtA πππ  

Lösung der homogenen PDGL ist Superposition (Linearkombination) von Lösungen der 
homogenen PDGL. 

Anm.: einfaches Ausrechnen liefert z.B. ( ) ( ){ } 0sincos
²
²

²
²
² =⋅⋅+⋅⋅⋅	


�
�


�

∂
∂⋅− ⋅⋅⋅⋅ tBtA
x

c
dt
d

L
ck

kL
ck

k
ππ  

Sei up(x, t) Lösung der PDGL mit f ≠ 0 setzt w := u – up 
Einsetzen in PDGL: utt – up

tt – c²⋅(uxx – up
xx) = f – f = 0 

 
Behandlung der Anfangsbedingungen: 
AB liefert uns die Koeffizienten { }∞

=1, kkk BA  

( ){ }�
∞

=
=

⋅⋅ ⋅⋅⋅==
1

0|)(cos)()0,(
k

tkL
ck

k xXtAxgxu π     ( )xxX L
k

k
πsin)( =  

( ) ( ){ }�
∞

=
=

⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅==
1

0|)(cos)()0,(
k

tkL
ck

L
ck

kt xXtBxhxu ππ  

Frage: können g(x) und h(x) auch in der Gestalt:  

�
∞

=

⋅=
1

)()(
k

kk xXHxg  und �
∞

=

⋅=
1

)()(
k

kk xXHxh dargestellt werden? (Das ist das Problem der 

Vollständigkeit des Systems der { } 1)( =kk xX  im Raum 2(0, L).) 

Satz 19.1.: (Entwicklung in den { }∞
=1)( kk xX ) 

Voraussetzung: ϕ = ϕ(x) : [0, L] � ; ϕ sei stetig  mit ϕ(0) = ϕ(L) = 0 ; (RB der Xk(x)) 
Behauptung: Es gibt eindeutig bestimmte Koeffizienten ϕk, so dass 

( )��
∞

=

∞

=

⋅=⋅=
11

sin)()(
k

L
k

k
k

kk xxXx πϕϕϕ  ∀x ∈ [0, L] 

Die ϕk sind erklärt als: ( )� ⋅= ⋅
L

L
k

k dxxx
L 0

sin)(
2 πϕϕ  ∀k = 1, 2, ... 

Das ist ein Skalarprodukt ( ) ),0(
2

2
)(, LLkLk xXϕϕ =  

Beweis: (mittel Fourier-Reihe) 
Setzen ϕ(x) ungerade fort auf [-L, L], wenden Fourier-Entwicklung an, von der fortgesetzten 
Funktion ϕ : [-L, L] �  
Da ϕ ungerade � Fourier-Entwicklung enthält nur Sinus-Terme! 

Periode T = 2L � �
∞

=

⋅⋅⋅
1

)sin(
k

k xkb ω  mit LL 2
2ππω ==  mit 

k

L

kk dxxXx
T

dxxkx
T

b

T

ϕϕωϕ =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅= ��
00

)()(
2

22
)sin()(

4
:

2

  

� bk = ϕk, )()()(
11

xXxXbx k
k

kk
k

k ⋅=⋅= ��
∞

=

∞

=

ϕϕ  

wtt wx
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Also können wir g(x) und h(x) in { }∞
=1)( kk xX  eindeutig darstellen:  

�
∞

=

⋅=
1

)()(
k

kk xXGxg  und �
∞

=

⋅=
1

)()(
k

kk xXHxh  kk GA = , kk H
ck

L
B �

�

�
�
�

�

⋅⋅
=

π
 

uhom(x, t): utt
hom – c²⋅uxx

hom = 0 
RB:  u(0, t) = u(L, t) = 0 
AB:  u(x, 0) = g(x) ut(x, 0) = h(x) 

Lösung: ( ) ( ) ( ){ }�
∞

=

⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅ ⋅⋅⋅+⋅⋅=
1

hom )(sincos),(
k

kL
ck

kck
L

L
ck

k xXtHtGtxu π
π

π
 

Problem B: 
utt – c²⋅uxx = f(x, t); u(0, t) = u(L, t) = 0; u(x, 0) = g(x) ut(x, 0) = h(x) 

Idee zu Problem B: Stelle f(x, t) in der Gestallt �
∞

=

⋅=
1

)()(),(
k

kk xXtFtxf  dar. Hier reicht als 

Voraussetzung die Stetigkeit von f.  

Dabei sind die Fk(t) erklärt durch: �=
L

kk dxxXtxf
L

tF
0

)(),(
2

)(  

Ansatz für die Lösung nach Plan B: 

�
∞

=

⋅=
1

)()(
~

),(~
k

kk xXtTtxu  (Hier sind die Randbedingungen schon erfüllt) 

Hier gilt: ( ) ( )
�
�
�

�
�
� ≠

=⋅⋅⋅=⋅ �� ⋅⋅

200

/0
sinsin)()(

L

L

L
l

L
k

L

lk

lk
dxxxdxxXxX ππ  

Funktionen stehen senkrecht aufeinander! 

PDGL:  { }�
∞

=

⋅⋅−⋅=⋅−
1

)(")(
~

²)()("
~~²~

k
kkkkxxtt xXtTcxXtTucu  

AB:  ( )( ){ } { }��
∞

=

∞

=

⋅ ⋅=⋅⋅⋅+=
11

2 )()()()(
~

²)(
~

k
kk

k
kkL

k
k xXtFxXtTctT π  

Hier erhalten wir für jedes k eine gewöhnliche DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
und rechte Seite Funktion 
PDGL:  ( ) )()(

~
²)("

~ 2 tFtTctT kkL
k

k =⋅⋅+ ⋅π  

AB:  kk GT =)0(
~

, kk HT =)0('
~

 

Ergebnis: �
∞

=

⋅=
1

)()(
~

),(~
k

kk xXtTtxu  ist eindeutig bestimmt durch die )(
~

tTk  als Lösung des 

AWP einer inhomogenen gewöhnlichen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 
 

STOFFENDE 
19.4. Lösung der elliptischen DGL: 
 
-∆u = f 
u i∂Ω = 0  
1. Schritt: Ansatz: u(x1, x2) = X1(x1)⋅X2(x2) 

� ⋅⋅= )()(),( 2
2

1
1

21 xXxXuxxu lkkl  ( )1
2

1
1 sin)( xxX L

k
Lk ⋅⋅= ⋅π , ( )2

2
2

2 sin)( xxX H
l

Hl ⋅⋅= ⋅π  
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)()(
²

²
)()(

²
²

)()( 1
1

2
2

1
2

2
1

1

1
2

2
1

1 xXxX
dx
d

xXxX
dx
d

xXxX kllklk ⋅��
�

�
��
�

�
−⋅��

�

�
��
�

�
−=⋅⋅∆−  

( ) ( )( ) )()( 2
2

1
122 xXxX lkH

k
L

k ⋅⋅+= ⋅⋅ ππ  

RB sind erfüllt. Setzen )()(),( 2
2

1
1

21 xXxXxxw lkkl ⋅= . Berechnen f(x1, x2) in den wkl(x1, x2). 

���
∞

=

∞

=

∞

=

⋅=∆−=⋅=
1,

2121
1 1

2121 ),(),(),(),(
lk

klkl
k l

klkl uxxxxuxxwfxxf λ

� � ⋅=
L H

klkl dxdxxxwxxff
0 0

122121 ),(),(:  

Lösung: �
∞

=

=
1,

2121 ),(),(
lk

kl
kl

kl xxw
f

xxu
λ

 

 
19.5. Wärmeleitungsgleichung: 
 
PDGL:  ut(x, t) – a²⋅uxx(t, x) = f(x, t)  ∀(x, t) ∈ (0, L) × (0, ∞) 
RB :  u(0, t) = hL(t) u(L, t) = hR(t)  
AB: u(x, 0) = g(x)     ∀t ∈ [0, ∞]  ∀x ∈ [0, L] 
 

PDGL 2. Ordnung – linear – parabolisch 
Physikalisches Problem: 
 
 
 
 
 
Anfangsbedingungen/-temperatur 
Verträglichkeitsbedingung: hL(0) = g(0) und hR(0) = g(L) 
f(x, t) – äu0ere Wärmequellenverteilung 
g(x) – Temperaturprofil ∀x zum Zeitpunkt t = 0 
hL, hR – Temperaturverteilung am linken oder rechten Rand 
a > 0 (Materialkonstante mit Bezug zur Wärmeleitfähigkeit) 
 
(A) Behandeln Spezialfall: homogene Randbedingungen 
hL(t) = hR(t) = 0, � g(0) = g(L) = 0 
Benutzen Xk(x) mit ( )  (x)X  (x)X" k

2
L

k
k ⋅= ⋅π  ∀k 

Satz 19.2.: (Entwicklung der Funktion)  
g(x), f(x, t), u(x, t) 

Diese Entwicklungen liefern:  �
∞

=

⋅=
1

)()(
k

kk xXGxg , �
∞

=

⋅=
1

)()(),(
k

kk xXtFtxf  

Lösung: �
∞

=

⋅=
1

)()(),(
k

kk xXtTtxu  //Tk(t) sind von denen der Wellengleichung verschieden 

Setzen voraus f(0, t) = f(L, t) = 0 //keine Quellen auf dem Rand (Zusatzvoraussetzung) 
Setzen den Ansatz für u in die PDGL ein und können wieder gültige gewöhnliche DGL für 
Tk(t) ablesen. (Xk(x) ⊥ Xl(x)  ∀k ≠ l 

( )( ) ��
∞

=

∞

=

⋅ ⋅==⋅⋅⋅−=⋅−
11

²
²² )()(),()()(²)(´²

k
kk

k
kkL

k
kxxt xXtFtxfxXtTatTuau π  

ukl – Entwicklungs-
koeffizient der Funktion u 
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AB:  �
∞

=

⋅=
1

)()0,(
k

kk xXGxu  � ∀1, 2, ... suchen ( ) )()(²)(´ ²
²² tFtTatT kkL

k
k =⋅⋅− ⋅π

 

GDGL mit AB Tk(0) = Gk 

Die Lösung der GDGL liefert mit den AB die gesuchte Funktion u(x, t). Das 
Superpositionsprinzip sagt aus: Allgemeine Lösung Tk(t) lässt sich als Lösung der homogenen 
GDGL + die spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung darstellen. 
Lösen der homogenen Gleichung: ( ) 0)(²)(´ ²

²² =⋅⋅− ⋅ tTatT kL
k

k
π  (*)H 

Lösung: Trennung der Variablen: ( )�� ⋅⋅=
t

L
k

t

Hk

Hk dtadt
tT

tT

0
²

²²

0 ,

, 1²
)(

)(´ π  

� ( ) ctatT L
k

Hk +⋅= ⋅
²

²²
, ²)(ln π  �  ( )( ) ( ) ta

L
k

Hk
L

k

ectaectT ⋅⋅⋅
⋅

⋅=⋅⋅⋅= ²
²²²

1²
²²

1, ²^)(
π

π  

suchen nun spezielle Lösung von (*): ( ) 0)(²)(´ ²
²² =⋅⋅− ⋅ tTatT kL

k
k

π  (*) 
Variation der Konstanten: Suchen partikuläre Lösung:  ( )( )taetctT L

k
Pk ⋅⋅⋅= ⋅

²
²²

, ²^)()( π  

Einsetzen in (*) liefert: ( )( )taetFtc L
k

k ⋅⋅⋅= ⋅
²

²²²^)()´( π   ( ) kL
k ba =⋅ ⋅

²
²²² π  

� 0)0()()(
0

==⋅= �
⋅ cdtetFtc

t
tb

k
k  � ( )tb

Pk
ketctT ⋅⋅= )()(,  � ( )

kt
tb

Pk GectT k =⋅+ =
⋅

01, |)(  

Beobachtung: Der Einfluss der AB klingt in t(t � ∞) exponentiell ab. 
(B) inhomogene Randbedingung: hL ≠ 0 hR(t) ≠ 0 
Basteltrick der Hilfsfunktion: ( ) L

x
RRL thththtxw ⋅−+= )()()(:),(   

(w(0, t) = hL(t), w(L, t) = hR(t)) 
Summentrick: Suchen u(x, t) = w(x, t) + u~ (x, t) 
PDGL:    ),(~²²~)~(²)~(² txfuawauwuwauwuau xxxxttxxtxxt =⋅−⋅−+=+⋅−+=⋅−  

Umstellen der Gleichung liefert:  ),(
~

:),(²~ txfwtxfuau txxt =−=⋅−  
AB: u(x, 0) 0 g(x) � u~ (x, 0) = g(x) – w(x, 0) 
RB: u~ (0, t) = u~ (0, t) – w(0, t) = hL(t) – hL(t) = 0 

 u~ (L, t) = u~ (L, t) – w(L, t) = hR(t) – hR (t) = 0 

Damit haben wir für u~ nur noch ein Problem mit homogener Randbedingung zu lösen. Das 
haben wir in (A) erledigt � u(x, t) = w(x, t) + u~ (x, t). 
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