PDEs in Naturwissenschaft und Technik
Lésungen zu 2.4, 2.7(1) und 2.8

Aufgabe 2.4: Ober- und Unterlésungen. Wir betrachten das folgende (skalare)
nichtlineare parabolische Problem:

Nu:=t - (Au-u®) auf D:=QxR"

Die Anfangsbedingung sei gegeben &yfdurchu = ug. Fir die Funktion soll gel-
ten:ug € [m, M], wobeim das (kleinste) Minimum und1 das (grof3te) Maximum
von ugp auf Q ist. Auf dem Rand" soll die duRere Normalenableitung verschwin-
den: au

== 0

Hierbei bezeichnet den nach auRen zeigenden Normalenvektorivofinschau-
lich: Der Normalenvektor zeigt nie in das Innere des in deté&ung eingefihrten
Zylinders.

Bu:

Wir sind jetzt nicht an der exakten Lésung der PDE interes&eifwandig), son-
dern wollen wissen, wie sie sich ungefahr verhalt. Dazutmest man sogenannte
Ober-und UnterldsungenKennt man diese, so weil3 man, dass die exakte Losung
sich irgendwie zwischen diesen bewegt.

Wenn man wissen mdchte, wie sich die Losung der PDE fiir greRerzver-
halt, und man erhdlt z. B. gegen einen Wert abklingende Uatet Oberldsungen,
so weild man, dass sich auch die exakte Lésung gegen diesébaiiegt.

Wie man sicherlich einsieht, kann es fiir jedes Problem mehmeigliche
Unter- bzw. Oberlésungen geben, die sich im Allgemeineriari Aussagekraft
stark unterscheiden. Doch dazu am Ende der Aufgabe mehr.

Wie findet man ober- bzw. Unterldsungen? Ein recht allgeereftugang ist, die
Ober- bzw. Unterlésung als Funkti@iner Variablen zu suchen. Dann erhalt man
aus der PDE eine ODE, von der man annimmt, dass man sie keloben kann
als die PDE. Anschliellend hat man diese Losung dann nochrfigieen, also
festzustellen, dass es sich tatsachlich um eine Unter- ®berlésung handelt. —
Diesen Weg werden wir flir das obige Problem beschreiten.

Wir wollen zeigen, dass dieunabhangigen Lésungext) undw(t), die den ODEs
Vi = =V mit v(t = 0) = mbzw.w; = —w® mit w(0) = M gehorchen, Unter- bzw.
Oberlésung des nichtlinearen parabolischen ProblemsBexl ist zu zeigen, das
Nv < 0, Bv < 0 undv(0) < ug gilt. Fur die Oberlésungv miissen die Bedingungen
Nw > 0, Bw > 0 undw(0) > up Uberpriift werden.

Beginnen wir mit der Uberprufung voNv < 0: v ist eine reing-abhangige
Funktion und erfullt die ODE; = —v°:

Nv=v—(Av-V) =v—(0-V) =2+ =0<0



Zur ErinnerungAv = 0, dav keine Funktion vorx ist. FUr die Funktiorw erhalt
man analogNw = 0 > 0. Dies folgt naturlich auch schon aus dem Ansatz zur
Konstruktion der Lésungen.

Als nachstes betrachten wir difangsbedingunddazu fiihren wir die beiden
Differenzens; := v—-uundé, := w— u ein (nicht wirklich notwendig, aber
offensichtlicher). Wir erhalten unter Beachtung wgne [m, M]:

01t=0)=v(0)—up=m-up <0 = Vv(0)<up
St=0)=w0)-uy=M-u >0 = w0)=>u

Die Bedingung an die Anfangsbedingungen sind also auchiteBieibt nur noch
zu Uberprifen, ob auch dRandbedingungearfillt werden.

Unser Rand bzw. Mantélist parallel zur Zeitachse In unserem orthogonalen
Koordinatensystem ist Richtung der Achse|[0,0,...,0, 1], wobei die Nullen fur
die x-Richtungen stehen und die 1 fir di€Richtung. Ein normal zu stehender
Vektor steht damit auch normal Zu Zwei Vektoren sind dann orthognonal, wenn
ihr Skalarprodukt verschwindet. Man kann sich leicht Gibagen, dass

n* :[XlaXZa-"5Xn50]

diese Bedingung fiir beliebige Wertg, . . ., X, erfillt. Diese seien so gewahlt, dass
der Vektor nach aulRen zeigt. Den aufReren Normalenvektyhalten wir dann
durch eine entsprechende Nomierung wbdnNun sind wir bereit die Bedingungen
Bv < 0 bzw. Bw > 0 zu Uberprifen. Dazu bezeichng ¥x) das Skalarprodukt
zwischenn und Vx, dem Spaltenvektor der ersten Ableitungen wanMit den
bisherigen Vereinbarungen erhalten wir:

0

Bv = a—Z:(n,Vv):OsO
0

Bw = %:(n,Vw):OzO

Damit sind alle Bedingungen, die an Unter- und Oberlosurggpstellt werden, er-
fullt und wir wissen nun, dassundw Unter- bzw. Oberlésungen des nichtlinearen
Problems sind.

Aus der Bestimmungsgleichung verundw wird ersichtlich, dass es sich um
auf Null abklingende Funktionen handelt — unsere Losungird also auch fir
t — oo gegen Null streben. (Wem es nicht klar ist, kann ja mal sd¢htielODES
I6sen und dann die Grenzwertbestimmung durchfihren.)

Noch eine Bemerkung zur Gulte von solchen Unter- und Oberliu Wie man
sich leicht tGiberzeugen kann, sind awch mundw = M mdglich. Hier ist es aber
nicht moglich weitere Aussagen Uberzu treffen — die Losung ist zwar richtig,
aber nur von begrenztem Nutzen.



Aufgabe 2.7(l): Abklingende Oberlésung. Wir betrachten im Folgenden die
FisherGleichung:

Nu:=u—-(Au+ f(u) =0 aufDy, Q=(0,L)

mit f(u) = sul - u) (s > 0), der Anfangsbedingung = ug auf Sg und der
Dirichlet-Randbedingungi = 0 aufT".

Diese Gleichung stammt aus der Populationsdynamik unchbeibt die Ent-
wicklung einer Anfangspopulationy. Wie in der Vorlesung gezeigt, ist im Fall
s=1v = 0 eine Unterlésung des Gleichung,= 1 eine Oberlésung. Wie wir im
weiteren Verlauf sehen werden, ist die Oberlésung zu grob.

Aussagekraftigere Oberlosungen erhalt man im Allgemeid@turch, dass
man den Kandidatew mit Hilfe der Eigenfunktion zum fihrenden Eigenwert des
rein raumlichen Problems beschreibt. In unserem Fall isfidte@ende Eigenwert
p = n%/L? und die zugehérige Eigenfunktion ist six(L). Ein méglicher Kandi-
dat fUr eine Oberlésung ware zum Beispiel:

w(x, t) = Aexp(at) sinfrx/L)

Mit A > 0 unda > 0 ist dies eine exponentiell auf Null abklingende Oberl@sun
Bezogen auf die Populationsdynamik steckt in unserem Ardiat Vermutung,
dass die Population ausstirbt. Sollte sichls Oberlésung erweisen, idfensicht-
lich, dass diese viel aussagekraftiger ist, alsves1 flr s = 1 ist.

Wir Uberprifen nun, ob es sich bei der Funktigtatsachlich um eine Oberl6-
sung handelt:

Nw = w—Aw-— f(w) = —aw— (—p)w — swW(1—w)
= W-a+p-51-wW)]=w-a+p-9

Die Ungleichung qilt, dav auf Q nicht-negativ ist. Wenn wir jetzt Werte fir
finden konnen, fir dief[—a + p — 5] grol3er oder gleich Null ist, haben wir gezeigt,
dassNw > O ist.

Daw nicht-negativ ist, muss also folgende Ungleichung gelten:

—a+p-520

Daraus ergibt sichy < p — s, d. h. fur hinreichend kleine Werteexistieren Werte
a, so dassNw > 0.

Die Uberpriifung der Randbedingung ist trivial: Der Rand Gowird gebildet
ausx = 0 undx = L, den Nullstellen der Eigenfunktion. Damit gilt= 0 aufT".

Die Bedingungwp > uUg auf S lasst sich durch eine geeignete Wahl des bisher
nicht benutzten Parametekserzwingen”. Damitist gezeigt, dass unsere Funktion
w eine Oberlésung ist. Schon fir uns, fir unsere Populaticieldet es aber das
Ende — sie wird aussterben.



Aufgabe 2.8: Turing-Instabilitat.  Diese Aufgabe soll auf ein Phdnomen bei
der Behandlung parabolischer PDEs und PDE-Systemen atdamermachen: die
sogenannt®iffusion-Driven Turing Instability.

Bisher: Bei der Behandlung skalarer parabolischer Probleme den kpr=
Duyy + cuaufQ = (0,7) x (0, T); den Randbedingungar{0, t) = u(r, 0) = 0 und
einer Anfangsbedingung(x, 0) = h(x) gab es folgende Resultate: Hiir= 0 und
¢ > 0 unbeschréankt wachsende Lésungen,0is 0 undc = 0 eine exponentiell
abklingende Ldsung und fi@ > 0 undc > 0 eine Lésung der Form

u(x,t) = i hn exp[(c — Dn?)t] sin(nX)
n=1

mit denh, als Fourier-Koffizienten vonh(x). Hier ergab sich fuD > c eben-
falls eine exponentiell abklingende Losurdlgemein:Der Diffusionkodfizient D
wirkte dampfend auf die Lésung(x, t) der skalaren PDE.

Dies ist fiir Systeme parabolischer PDEs nicht mehr in alkéieR gegeben! Be-
trachten wir das folgende lineare (!) System:

w| [ D1 O uxx+—2—2u

Vi | | O Dy || vk 2 1f||v
Mit solchen Systemen lassen sich z. B. bestimmte Vorgangéeigren modellie-
ren, bei denen Temperatur und Dichte interagieren.

Betrachten wir zuerst den Fdlly = D, = 0: Man erhalt eine gekoppeltes
System gewdhnlicher Berentialgleichungen:

W [ -2 -2 ||u
[ Vi _[ 2 1 H v
Ob dieses System eine stabile Losung besitzt, lasst sicHlitfetder Eigenwerte
der Kodtizientenmatrix kldren. Das charakteristische Polynometudt u+2 = 0.
Die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung besiiegativen Realteil,
das heil3t es gibt eine asymptotisch stabile Ruhelage und[aywé = [0, 0]. (Dies
kann man durch Entkoppeln des Systems und Losung der eemz€IDES zeigen
(sieheEinflihrung in die Systemtheoyik

Um es noch einmal hervorzuhebddas System besitzt ohneffdsionsterme
eine asymptotisch stabile Ruhelage.

Nun lassen wir Ofusion zu und setzeb, = 1. Den KodlizientenD; kann man
nun so wahlen, dass er (a) positiv ist und (b) eine unbesktwéachsende Lésung
zur Folge hat.

Unser System sieht nun wie folgt aus:

FIEE RN

4



Die Losungen des Systems haben die Form:

B

Diese sind (fira > 0, b > 0) unbeschrankt wachsend, wehgrdfZer als Null ist.
Wir wollen nun zeigen, dass es Werte D gibt, so dass dies erfiillt ist. Dazu
setzen wir die L6sung in das System ein und erhalten nacprecteendem Die-
renzieren und Umordnen:

]l [ -kDi-2  -2][u

A |- 2 1-k2 || v
Wenn wir die Kodfizientenmatrix mif3 bezeichnen, so erkennen wir recht schnell,
dass sich fun ein Eigenwertproblem ergibt:

Au u

o]

Die Determinante vorfB8 — Al erhalt man nach einigem Umsortieren und Zusam-
menfassen zu:

a

b exp@t)sinkx) k=1/2,1,3/2,...

— (%—Al)[\‘j]:Q

det®B — A1) = 2+ (D1 + D%+ 11— (1-K)(2+ D1k +4=0

Die Wurzeln dieses quadratischen Polynoms lassen sich iifi éer ,Mitter-
nachtsformel* bestimmen. Mit := (D1 + 1)k? + 1)/2 erhé&lt man:

A2 ==L+ 2 +(1- kD)2 +D1k) - 4

Um zu zeigen, dass unsere Ruhelage instabil werden kanrsemigr nun
noch zeigen, dass es maoglich ist durch die WahlBemlaflir zu sorgen, dass einer
der beiden EigenwerfgositivenRealteil besitzt. Naheres Betrachten der Gleichung
fur A zeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn

(1-kK)(2+Dk?) -4>0

gilt. Damit haben wir eine Mdglichkeit fir ein gegeberkeden Wert firD4 zu be-
rechnen, ab dem das urspringlich stabile System durffadiinséekte instabil
wird. Furk = 1/2 ergibt sich dieser Wert zD; > 13.33..., d. h. ist der Dffusi-
onskodfizient grof3er als dieser Wert, wird das System instabil. -aEst Isich mit
der Ungleichung bei gegebenBn auch der Wert flik berechnen, bis zu dem das
System stabil bleibt oder instabil wird.

Die Betrachtung lasst sich natirlich noch verallgemeinetm Beispiel da-
durch, dass mab, ebenfalls unbestimmt lasst und alle restlichen fkarnten
auch als unbestimmte Konstanten annimmt (siehe [Oc, 9.289]
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