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1.) Die allgemeine partielle Massenbilanz fiir die Komponente « lautet

dmeg
dt

m
= Min,a - Mout,a + VRUQ

In unserem Fall ergibt sich wegen M = My = Mp = const. die allgemeine partielle Stoffmengen-
bilanz nach der Division durch M zu

dn
= = Gin a Gou « \% «a
i , t,o + VRO

Es gilt weiterhin G, = F' - ¢, und n, = Vi - ¢, und somit
d(VRCa)
dt

Im betrachteten Beispiel gibt es zwei Zuldufe — Fj, 1 und Fi,2 — und einen Ablauf Fy,. Da
das Reaktorvolumen Vy konstant ist, muss hier gelten Fiut = Fin,1 + Fin2. Es folgt daraus die
dynamische Gleichung fiir die Konzentration von «

in
= Finca - Foutca + VRaa

deca 1 . )
% = V7R (En,l (Cgl’l - ca) + En,2 (cl(?,Q - ca)) + Oa
Bei der vorliegenden Reaktion 24 = 2B erhélt man mit o, = Zj Vg, T und ririp — r— =

kit - ¢4 — ki— - ¢% die dynamischen Gleichungen fiir die Konzentrationen von A und B

d 1 in in
A (Fin 1 (cA’1 — cA> + Fin2 (CA’2 — CA>) —2k14 - % + 2k1— -
dt Vr ’ ’

dCB 1

in,2
P (—Fin,ch + Fin2 (CB - CB)) + 2kyy - — 2k - c%

2.) Die allgemeine Form des Newton-Verfahrens lautet

xw+m::xu»4,0ﬂm)‘l.f(an

Um dieses Verfahren zur Berechnung des stationéiren Zustandes (f = % = 0) anzuwenden, muss
die Jacobi-Matrix J mit den Elementen J;; = gg L ermittelt werden.
J
_ Fin,l‘j‘Fin.z _ 4k1+ -ca 4]{17 -CB
J = y Fin,1+Fin,2
4k1+.CA *m’ViRm’*Zlkl—'CB
. . . [a o] . . 1 1 d -b
Die Inverse einer 2 x 2 - Matrix A = wird berechnet mittels A= = —— - .
c d ad—cb | —¢c ¢
Somit erhilt man die benétigte Inverse Jacobi-Matrix und es ergibt sich die Iterationsvorschrift
TR . )
Cf4k+l) B Cff) - 1 . _Fm,1‘j:71n,2 — 4k - CSE];) —4k_ - CSE]:) dfﬁ
C(éc+1) C(g) Det(J(k)) I — 4k - CXC) _Fin,1‘j;jin,2 — dky 4 _CXG) dil%‘)
Um nun die stationdren Werte berechnen zu kénnen werden Startwerte cff) und cg) bendtigt.

(0)

) _ QmTOl und ¢z’ = QmTOI so erhalt man

Wéhlt man zum Beispiel die Startwerte ¢
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3.) Die Iterationsvorschriften fiir die einzelnen Verfahren lauten wie folgt:

a) Explizites Eulerverfahren:

C(:H) _ C(:) .
) = b

. . 2 2

) 2 2
VLR <7Fin71053k) + Finp (c£’2 - cg))) + 2kq4 - (cff)) —2ki_ - <cg€))

Implizites Eulerverfahren:

CX@+1) _ Cff) .
) = b

. _ , )
v (Fin,1 (CIX’I - Cfﬂ)) + Finso (cif;’Q — CX“H))) Ok, - (ngl)) Y (Cgﬂ))

At ' 2 2
o (S Fmacs ™ B (e = ™))+ 2k (70) = 2k ()

b) Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung;:
(a(kﬂ) - (a(k) + At-ms
mit
ma = F(@®+ 5 m)
und
m = (@")

) . 2 N2
VLR (Fin,1 (CIX’I — cEP) + Fin2 (Cif;’Q — cEP)) —2ky - (cff)) + 2kq1_ - (c?)
) 2 2
VLR (fFinch) + Finp (01;’2 - cg))> + 2k (cf)) —2ki_ - (cg)>

Jede der drei Methoden zur numerischen Integration birgt Vor — und Nachteile in sich. Zwar ist
der numerische Aufwand beim expliziten Eulerverfahren am geringsten, es ist aber nur fiir kleine
Iterationsschritte At stabil.

Das implizite Eulerverfahren hingegen ist auch fiir grofie At stabil, erfordert aber erheblich héheren
Rechenaufwand, da bei jedem Schritt zusitzlich der Wert c¢*+1) iterativ (z.B. mittels Newton-
Verfahren) bestimmt werden muss.

Das Runge-Kutta-Verfahren ist ebenfalls eine explizite Iterationsvorschrift. Ihr Vorteil gegeniiber
dem expliziten Eulerverfahren liegt aber darin, dass ein gewichtetes Mittel der Anstiege zwischen
2 Punkten zur Berechnung verwendet wird. Die Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung (z.B.
4. Ordnung) sind zwar rechenaufwendiger aber dafiir wiederum stabiler als die niederer Ordnung
(z.B. 2. Ordnung).

4.) Die zeitlichen Verldufe der Konzentrationen im Reaktor wurden numerisch mittels dem expliziten

Eulerverfahren mit verschiedenen Schrittweiten iterativ berechnet. Es zeigte sich, dass das Verfah-
ren nur bei der Schrittweite At = 0,01min stabil ist und die errechneten Konzentrationsverlaufe
mit den Werten der ’‘ODE45’ von MATLAB iibereinstimmen.
Bei einer Schrittweite von At = 0, 05min liefert das explizite Eulerverfahren bis zum Zeitpunkt ¢ ~
7min zuverlissige Werte, die mit den Berechnungen der ’‘ODE45’ in guter Niherung {ibereinstimmen.
Danach #ndert sich dies und das Verfahren liefert um den stationdren Zustand mit hoher Frequenz
oszillierende Konzentrationsverlaufe. Auflerdem werden negative und extrem hohe Werte errechnet,
die aus rein logischer Betrachtung nicht erreicht werden kénnen.



Wird eine Schrittweite von At = 0, 5min verwendet, zeigt sich bereits nach wenigen Iterationsschrit-
ten ein sehr instabiles Verhalten und die errechneten Werte und Konzentrationsverlaufe entsprechen
in keiner Weise denen der 'ODE45’-Funktion.
Bei der Wahl der Schrittweite muss darauf geachtet werden, dass diese so klein wie nétig aber auch
so grofl wie moglich gewéhlt wird. Zum Einen wird dadurch die benotigte Stabilitdt erreicht und
zum Anderen der Rechenaufwand minimiert.
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%l Steffi Klinge STK 03 XXXXXX
R et e e +
%function hab5_1 HAUPTPROGRAMM
clear all;
close all;
clc;
titles = 1;
o
% VARIABLEN
p-k.1 = 4; %1/ (mol*min)
p-k2 = 2; %1/ (mol*min)
p.-F.inl = 1.5; %1/min
p.F.in2 = 0.5; %1/min
p-c-A_inl = 5; %mol/1
p.c-A_in2 = 4; %mol/1
p.cB_in2 = 0.5; Jmol/1



p.V = 5; %1
c 1

p.c_vgl = [1000 1000]’;

% ____________________________________________________________________
% ANFANGSWERTE

p-c-0 = [0 0]’; %anfangsconzentrationen

c0 = [0 0]’;

t_end = 15;

% ____________________________________________________________________
%NEWTON

while (p.c_vgl(1,1)-p.c.0(1,1))"2 > 1e-8 | (p.c_vgl(2,1)-p.c0(2,1))"2 > 1e-8

f = [1/p.V*(p.F_inl*(p.c_A_inl-p.c_0(1,1))+p.F_in2*(p.c_A_in2-p.c_0(1,1)))
-2xp.k_1*(p.c0(1,1))"2+2*p.k 2% (p.c_0(2,1)) "2,
1/p.V*(p.F_inlx(-p.c_0(2,1))+p.F_in2*(p.c_B_in2-p.c_0(2,1)))
+2xp.k_1%(p.c_0(1,1))"2-2%p.k_2*%(p.c_0(2,1))"2];

J.inv = 1/((p.F_inl+p.F_in2)"2/p.V"2+4*(p.F_inl+p.F_in2) /p.V*(p.k_1*p.c_0(1,1)+p.k 2*p.c 0(2,1)) ) *
[-(p.F_.inl+p.F_in2) /p.V-4%p.k 2%p.c_0(2,1) -4*p.k 2*p.c_0(2,1),
-4%p.k_1%p.c_0(1,1) -(p.F_inl+p.F_in2)/p.V-4%p.k_1%p.c 0(1,1)];

p.cmeu = p.c0 - J.inv * f;

p.-cvgl = p.c.0;

p.c.0 = p.c_neu;

end
p.c-ss = p.c._neu; %ss-wert speichern
disp(sprintf (’ \n\nNEWTON\n’)) ;
disp(sprintf(’Ergebnis: c_A,ss = %0.5g’,p.cneu(1)));
disp(sprintf (’ cB,ss = %0.5g\n’,p.cneu(2)));
S —
%EXPLIZITER EULER
for i = 1:3
j=0;
switch i
case 1
deltat = 0.01; %min
disp(sprintf (’ \n\
ndeltat = %0.5g\n’,delta_t));
case 2
deltat = 0.05; ’min
disp(sprintf (’ \n\
ndelta_t = %0.5g\n’,delta_t));
otherwise
delta_t = 0.5; Ymin
disp(sprintf (’ \n\
ndelta_t = %0.5g\n’,delta_t));
end
p.c0 = [0 0]’;
while (p.c_ss(1,1)-p.c0(1,1))°2 > 1le-4 | (p.c_ss(2,1)-p.c0(2,1))"°2 > le-4
=i+t

cges A(i,j) = p.c0(1,1);

cgesB(i,j) = p.c0(2,1);

time(i,j) = deltat * (j-1);

f = [1/p.V*(p.F_inl*(p.c_A_inl-p.c_0(1,1))+p.F_in2*(p.c_A_in2-p.c_0(1,1)))
-2%p.k_1*(p.c_0(1,1)) "2+2%p.k 2% (p.c.0(2,1)) "2,
1/p.V*(p.F_inl1*(-p.c_0(2,1))+p.F_in2*(p.cB_in2-p.c_0(2,1)))



+2%p.k_1%(p.c_0(1,1))"2-2%p.k 2% (p.c_0(2,1))"2];
p.cmeu = p.c0 + deltat * f;
p.c-0 = p.comneu;
if p.cmneu(1,1) < -15 | p.cmneu(1,1) >30 | p.cmeu(2,1) < -15 |
p-cmneu(2,1) >30 | time (i,j)>14.99
break  %abbruch bei instabilitaet und oszillation

end

end

disp(sprintf (’Iterationen: %i\n’,3));

disp(sprintf (’Ergebnis: c_A = %0.5g’,p.cmeu(1)));

disp(sprintf (’ cB = %0.5g\n’,p.cneu(2)));
end
S
%0DE 45

[t,c] = ode45(@ha5.2,[0 t_end],c 0, ’’,p);

R
%GRAFISCHE AUSGABE
for i=1:3

for j=2:max(size(c_ges_A)) %alle nullen durch nan ersetzen fiir plot

if c_ges A(i,j) == 0
c_ges_A(i,j) = nan;

end
if c_gesB(i,j) == 0
c_ges B(i,j) = nan;
end
end
end
figure (1)

subplot (3,1,1)

plot(t,c(:,1),’y’,t,c(:,2),’c’, time(1l,:), c_ges_A(1,:),’r:’,time(1,:), c_gesB(1,:),
’b:’,’linewidth’,1);

legend(’c_A(ODE45)’,’c_B(ODE45)’,’c_A(Euler)’,’c_B(Euler)’);

if titles, title(’Zeitverldufe der Konzentrationen’); end

grid on;

temp = axis; axis ([temp(1) temp(2) 0 41);

text(0.5,3,’\Deltat = 0.01°);

% speichert automatisch gewdhlte achsen-grenzen, iibernimmt davon

% xmin und xmax. ymin und ymax werden manuell gesetzt.

subplot (3,1,2)

plot(t,c(:,1),%y’,t,c(:,2),°c’, time(2,:), c_ges_A(2,:),’r:’,time(2,:), c_ges B(2,:),
’b:’,’linewidth’,1);

legend(’c_A(ODE45)’,’c_B(ODE45)’,’c_A(Euler)’,’c_B(Euler)’);

text(0.5,3,’\Deltat = 0.05’); ylabel(’Konzentrationen in \it{mol/1}’);

grid on; temp = axis; axis ([temp(1l) temp(2) -5 15]);

subplot (3,1,3)

plot(t,c(:,1),’y’,t,c(:,2),’c’, time(3,:), c_ges_A(3,:),’r:’,time(3,:), c_gesB(3,:),
’b:’,’linewidth’,1);

legend(’c_A(ODE45)’,’c_B(ODE45)’,’c_A(Euler)’,’c_B(Euler)’);

text(0.1,3,’\Deltat = 0.5°);

grid on; temp = axis; axis ([temp(1) 2 -5 10]);

xlabel(’Zeit t in \it{min}’);



%function hab5_2 HILFSPROGRAMM
function dc = hab_2(t,c,p);

r=p.k1*c(1)°2-p.k2* (c(2))°2;

dc(1) = 1/p.V * (p.F.inl * (p.c_Ainl - c(1) ) + p.F_in2 * (p.c_A_in2 - c(1) )) - 2%r;
dc(2) = 1/p.V * (p.F.inl * ( - c(2)) + p.F_in2 * (p.cB_in2 - c(2))) + 2x*r;
dc = dc’;

Da das vorliegende Prozessmodell nichtlinear ist, muss es um den stationédren Punkt linearisiert
werden um es in die Zustandsraumdarstellung zu iiberfiithren.

Im vorliegenden Modell werden Fi, ; und ciX’l als verdnderlich und somit als Eingangsgrofien u des

Systems angenommen. Fij, 2, ciX’Z und cig’Z sind konstant und werden als Parameter des Systems
betrachtet. Als Ausgangsgrofie y soll cg iiberwacht werden. ¢4 und c¢p sind Zustéinde x des Systems.

Die allgemeine Form der Zustandsraumdarstellung lautet

At = AAzx + BAu Ay = CAx + DAu
mit
A= Of; ’ B— Ofi ’ C = 09i und D = 09i
Oz TosyUss Iu; TosyUss Iz Tss,Uss Ju; Tss,Uss

Im folgenden soll vereinfachend die Schreibweise Az = z fiir alle Abstandsvariablen verwendet
werden.
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