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1 Kontinuumshypothese und Kinematik

Mittlere freie Wegléinge = A
B 1
V2md? L Ny

Avogadro-Konst. = 6 - 1026 Molekile ., 37 — 'y RT . ¢ : Effektiver Molekiildurch-

mol

(1)

messer

Beispiel : O, bei 20°C, 1 atm

Die Annahme des Kontinuums ist nur dann gerechtfertigt, wenn die charakteristi-
schen Abmessungen der Stromung grofler sind, als die mittlere freie Weglédnge A

n P 1,013 10° Pa _5 kmol
— = = = = 41 x 10 2
% RT 8314 ﬁ - 293 K m? (2)
n kmol Molekiile Molekiile
— . Ny = 41 x 1073 . 10 ———— = 2 104 ——
7 Va x 10 3 6 x 10 — 5 x 10 3 (3)
. 1
O = d=3A, )\ = = 100nm  (4)

V27 (3 x 1073m)2 25 x 1024m-3
Ein Maf} zur Beurteilung der Stromung ist die Knudsen-Zahl. Diese dimensionslose
Kennzahl ist definiert als das Verhéltnis von mittlerer freier Weglénge zur charak-
teristischen Lénge der Stromung

anz. (5)

Damit die Annahme des Kontinuums fiir eine Stromung gerechtfertig ist, muss das
betrachtete Problem der Bedingung Kn << 1 geniigen, in der Praxix Kn < 0.01.

L = 1mm :

Kn = % = 100+;09 = 100 x 1079 = 0,0001 < 0,01 (6)
— Kontinuum

L =1pm :

Kn = 0,1 > 0,01 (7)
— Ubergangsbereich / verdiinnte Gase

L = 1nm :

Kn = 100 > 0,01 (8)
— freie Molekiilstromung 9)

e Gase: Impulsaustausch der Molekiile
hohe Temperaturen -> zih p oc T%%



o Fliissigkeiten: Anziehungskréifte -> Widerstand bei Deformation
niedrige Temperaturen -> zidh

1.1 Kinematik der Fluide

=Betrachtung der Bewegungen ohne Beriicksichtigung der Kréfte

1. Materielle Beschreibung

- [
U = |=—
Oz | ¢
"Lagrange”-Beschreibung
2. Ortsfeste Betrachtung
§=¢&(7,1)
Zeit t variabel, Ort & fest
"Euler’sche” oder Feldbetrachtung
dz dx
—— = q(Z,1); L=y, t
dt U( ) )’ dt ($J7 )
du;
ax]’ N 2 833]- 8331 2 Gl'j 81’,

U; (f"i‘ df, t) = U; (ff, t) + €ij dl’j + Qij dx]’
—— ——  ——
A B c
A . lineare Bewegung = Translation

B :  Verformung
C : Drehung

Beschreibung der Bewegung durch Linien:

1 KONTINUUMSHYPOTHESE UND KINEMATIK

(12)

(16)

(17)



1.2 Zeitliche Ableitungen 3

e Bahnlinie Tangentenkurve zu Geschwindigkeiten eines materiellen Punktes

iiber die Zeit (Bewegungsgeschichte).

e Stromlinie s.o., aber zu einem Zeitpunkt, Momentaufnahme des Geschwindig-
keitsfeldes.

e Streichlinie Kurve durch alle materiellen Punkte, die bis zur Zeit ¢t einen Ort

y passiert haben.

Bestimmung einer Bahnlinie:
dz @
—_— u
dt

mit der Anfangsbedingung #(tg) = E l6sen.

Bestimmung einer Stromlinie

mit d s = |d Z| losen.

1.2 Zeitliche Ableitungen

1.2.1 Die substantielle Ableitung

Feldbeschreibung, Vorgénge bei ¥ zur Zeit t.
z.B. Skalarfeld

T = %—fdtqtg—idxi, i=1...3 dd?:ul (18)
:% _ %_f+ui'§_£:%_f+ﬁ'vT (19)
z.B. Geschwindigkeit
= W @ vyi= 20 (@ grad) (20)
T g (1)
"Substantielle Ableitung”
D_U:a_ﬁ+(g.v)g (22)



4 1 KONTINUUMSHYPOTHESE UND KINEMATIK

1.2.2 Zeitliche Ableitung materieller Integrale

Beispiel:

m:/ dm:/// p(Z,t)dV (23)

M V(t)

allgemein:

/ pdm = /// ep(Z,t)dV (24)

M V(t)
Massenerhaltung;:
DM D

Leibnitz’sche Regel

v 2] o

wenn ¢ und d¢/dt stetig in V.

[]))t pdm = R///w)d‘/ (27)
= // —pdV (28)

- / D¢d (29)

V': Volumen, das zum Zeitpunkt ¢ als konstant betrachtet werden kann. Im folgenden
wird das Volumenintegral aus dem Massenintegral abgeleitet. Dabei wird ¢ durch
@/ p ersetzt.

D D 1 D (1
— v = Sdm= | = (¢=)d 30
S = i fpam= [pile) o

D 1 D
mltm ( > dm = de

Well—dm dVv

e

odVv
ot

=0, weil V' = const



1.2 Zeitliche Ableitungen D

Die substantielle Ableitung von d V' kann umgeformt werden:

dV = dzydxedas (32)
= Dgt‘/) = dxgdng(](jfl)+dx1dx3D(§fQ)+dx1dx2D(§f3)(33)
= :_dezdxzaD(gtxl)+ji2dx1dx3D(§f2)

+j—izdx1 deD(I()ifg) (34)
= "5 = vt (35)

Reihenfolge der Differenzierung vertauschen:

D o D7 .
D

Wird jetzt eine Bewegung mit reiner Verformung betrachtet, gilt nach Gleichung
(16)

du; S = L

d;‘i = o (447, t) —w (7, 1) (38)
~—
=0, fiiri=j

Mit Gleichung (37) kann Gleichung (40) umgeformt werden.

%(d 5 = enda; (41)
= ey = dlxi DRt(d x;) (42)
(43)
Ergénzen mit d V'
edV = j;/i %(dxi) (44)

und Anwenden von Gleichung (37) fiithrt auf

D(dV)
Dt




6 2 GRUNDGLEICHUNGEN DER KONTINUUMSMECHANIK

Diese Gleichung (45) wird in Gleichung (31) eingesetzt.

Dcp ou;
dV =
sl v = Jf) [5eea] v @0
B 8@ Op ou;
= ///v 5 + u; o1, goaxz} dVv (47)
_ Do Ouip
- ///V_atJraxi}dV (1)
, dp
GauB “scher Integralsatz : 52 dV = en;dS (49)
' S

Reynolds’sches Transporttheorem :

///sodV ///—(pdV + //gouinidS (50)

Zeitliche Anderung des materiellen Volumenintegrals=zeitl. Anderung im ortsfesten
Volumen zur Zeit t + Fluss iiber die Oberfléche.

2 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

2.1 Erhaltung der Masse

Wird in den vorherigen Betrachtungen die Variable ¢ durch die Dichte p ersetzt,
folgt aus dem Reynold’schen Transporttheorem

o~ ou [ff v = Jf]

Da das Volumen konstant ist, resultiert aus dem Grenziibergang V' — 0 die diffe-
rentielle Form der Massenerhaltung

(pu~) dV =0 (51)

dp
L4 V(o) (5)
Wenn in Gleichung (52) die substantielle Ableitung der Dichte mit
Dp _9p | .
- _ ZF . 53
Dt~ ot TV (53)
eingefiithrt wird, resultiert eine andere Form der Kontinuitétsgleichung
Dp du; Dp

— =0 <— — =0 4
bt T ou pe TPV (54)




2.2 FErhaltung des Impulses 7

In inkompressibler Stromung ist die Dichte konstant und alle Ableitungen der Dichte
sind gleich null. Die Kontinuitétsgleichung reduziert sich fiir den inkompressiblen
Fall mit

dp
— =0 55
Al
8ui N S
5 =0 << V.u=0 < divu = 0, (56)
€

d.h. das Fluid kann sich nicht ausdehnen oder zusammenziehen.
Betrachtet man die allgemeingiiltige integrale Form der Kontinuitdtsgleichung

B = ///pdV // —dV+//,0UinidS =0 (57)

so ist das Integral iiber die zeitliche Anderung im Volumen gleich dem Fluss iiber
die Berandung.

2.2 Erhaltung des Impulses

Die Anderung des Impulses ist gleich der Summe aller an an dem Fluidelement
angreifenden Kréfte

DI q
D = Y F (58)

/ / / pi@dV  Impuls (59)

Dabei werden folgende Arten von Kréften unterschieden :
1. Massen - / Volumen - Kréfte — z.B. Gravitation Kraftfelder
2. Oberflachen - / Kontakt - Krifte — z.B. Spannungen
Ein Beispiel fiir die Volumenkréften ist die Massenkraft infolge Gravitation

. . AF B

o= Jlim o, =9 (60)
mit g als spezifischer Massenkraft. Volumenkréfte konnen aber auch aus elektrischen
Feldern resultieren und miissen dann entsprechend beriicksichtigt werden.
Auf die Oberflichen des Fluidvolumens wirken die Spannungen (Normal- und Scher-

spannungen )
. AF
t = 1 —_— 1
Asto As (61)



8 2 GRUNDGLEICHUNGEN DER KONTINUUMSMECHANIK

Werden die Gleichungen (60) und (61) in die Impulsbilanz nach Gleichung (58)
eingesetzt ergibt sich

%///padvz///piédv+//fds (62)

bzw. unter Zuhilfenahme der Leibnitz’schen Regel und der Massenerhaltung (Glei-
chung (51): ffpodV 0)

// —pdV /V//p/%’dv+é/z?ds (63)

Fiithrt man eine GroBlenordnungsbetrachtung der Oberflichenkréfte durch, so gilt

V x L, S x L (64)

Jim /V// - ///+// (65)

\Volumen—]nteg'ralegehengegen 0

1 -
== glino ﬁ// tdS = O\Impulssatz <66>

Daraus folgt, dass die Oberflichenkréfte untereinander im lokalen Gleichgewicht
stehen. A
5 7~ 2] _
lim == [FC%n + £0] = 0 (67)

Es wird nun die Tangentialkraft ¢ der schriigen Fliche betrachtet, also mit dem
Oberflichennormalenvektor 7. Die anderen Flachen seien normal zu den Koordina-
tenebenen und haben somit die Normalenvektoren €7, €; und €3.

1.
PO = M = fea) g FE@) g, ) (68)

—

fe — _pé) (69)

Aus Gleichung (68) und Gleichung (69) folgt

— =

FO) = FE) 4 7@y 4 7@ g (70)

bzw.

t@) = 7,1 & + T2 & + Ti3 €. (71)



2.2 FErhaltung des Impulses 9

Definition: Dabei bedeuten erste und zweite tiefstehenden Indizien der Variablen
711, T12 und 713 jeweils den Normalvektor der betrachteten Fliche und die Richtung
der Kraftkomponente.

Dieses bedeutet also, dass sich jede Oberflachenkraft in drei Komponenten zerlegen-
lésst.

Jede Spannung wird iiber den Normalvektor der Flidche in der die Spannung wirkt
und die Richtung der Kraftkomponente definiert.

t1é1 ni (T1€1 + T2 + Ti3€3)
t ) — + 15 52 = +ny (7‘21 51 + Too 52 +T23€3) (72)
+1363 +ng (73161 + T32 €2 + T3 €3)
= t;(Z,n,t) = 7, (&, t)n; = i — te von t; Komponente des Spannungsvektor

= n; Flache mit Normal in j- Richtung

. Ti1 Ti2 713
t=mn-T = n-| Ty Tog To3 (73)

731 T32 733

Die Diagonalelemente des Spannungstensors sind die Normalspannungen und die
restlichen Elemente sind die Scherspannungen. Einsetzen des Spannungstensors nach
Gleichung (73) in den Impulssatz nach Gleichung (63) liefert

// —pdV ///p/%’dv+//ﬁ-fds (74)

Mit dem Gauf’schen Integralsatz nach Gleichung (49) lésst sich das Oberflachenin-
tegral in ein Volumenintegral iiberfithren und nach Zusammenfassen der Integrale
ergibt sich fiir die Impulshilanz

[l i =one =5 o = &

oder, wenn die Funktionen im Volumen definiert und stetig sind, in differenzieller

Form
Du - 3
— =pk+ V.-T. 76
Pp; = PR (76)
Diese Gleichung ist die Erste Cauchy’sche Bewegungsgleichung und ist allge-
meingiiltig, solange die Kontinuumshypothese ebenfalls giiltig ist.
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2.3 Erhaltung des Drehimpulses

Die zeitliche Anderung des Dralls D ist gleich dem auf den Korper wirkenden Mo-
ment M.

D =M (77)

und mit D = ///a?x (pi)dV (78)
%///fx(pﬁ)dvzﬂ (79)

14

2|

berechnet sich der Drall des von dem fliissigen Korper eingenommenen Bereichs.
Eine Anderung des Dralls kann nur durch die Volumen- oder die Oberflichenkrifte
erfolgen. Fiir das Moment ldsst sich schreiben

M:///fx(pl%’)dv+//:zx{d5, (80)

so dass sich fiir die Bilanz des Drehimpulses

%///j‘x (pil)dV = ///fx (pE)dVJr//fodS (81)

ergibt. Fiir den Spannungsvektor lédsst sich schreiben

t; = Tun; — //:f:'xz?dS = // €ijk$j7'lknld5- (82>
S S

Der Epsilon-Tensor €;j;, ist folgendermafien definiert

1, wenn ijk gerade (123 oder 231);
€ijl = 0 , wenn zwei Indices gleich (112 oder 133); (83)
—1 |, wenn ijk ungerade.

Fiir das Moment gilt somit
e kein Moment, wenn Ortsvektor gleiche Richtung wie
e Je grofler Ortsvektor desto grofler Moment.

e Je grofler Oberflichenspannung desto gréofler Moment.



2.3 Erhaltung des Drehimpulses 11

Uberfithrt man das Oberflichenintegral mit Hilfe des Gauf’schen Satzes in ein Vo-

//fxfds = /// eijka%(wm)dv (84)
S \%4

und setzt das Ergebnis in den Drehimpulssatz nach Gleichung (81) ein und wendet

lumenintegral

auf die linke Seite der Gleichung die Leibnitzregel

B o fff o= [[f B o

an, so ergibt sich

D 0
—— /// €ijk (pD—t(l'Juu) — a—xl(iﬂj’r[}g) — $],Ol€k) dV =0 (86)
\%

Umformen liefert

Du 0T
/// €ijk Tj ( D_tk - 8_115 - Pk‘k) + p €iji wj u —€i5x Tir | AV

-, =

N~ uxXu=0
=0 (nach Impulssatz)

— /// Eijijde =0 = €ijk Tjk = 0 (88)
|4

= Tjk = Tkj (89>

0 (87)

Der Spannungstensor ist also symmetrisch, d.h. 775 = 75;. Eine integrale Form des
Drehimpulserhalts ergibt sich aus dem Reynolds’schen Transporttheorem fiir statio-
nére Probleme.

%///:Z”x(pﬁ)d‘/:/// - dV—l—//fx(pﬁ)uinidS (90)

<~

=0, stationér

— // eijkxjukpulnldS = // eijkxjtde (91)
S S

In dieser Form bedeutet der Drallsatz, dass fiir stationdre Bedingungen der Drallfluss
tiber die Berandung S (linke Seite der Gleichung) gleich dem anliegenden Moment
(rechte Seite der Gleichung) ist.



12 2 GRUNDGLEICHUNGEN DER KONTINUUMSMECHANIK

2.4 Energieerhaltung

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet

R(K+E):W+Q (92)
Dt

und beschreibt das Gleichgewicht zwischen der kinetischen Energie K, der inneren
Energie E, der Arbeit W und der Wirme Q. Ist e die innere Energie pro Massen-
einheit, so ist die innere Energie eines einzelnen materiellen Teilchens durch edm
gegeben. Fiir die innere Energie eines Korpers, d.h. die eines abgegrenzten Teils der

E:///epdv. (93)

V()

Fliissigkeit, ist

Die kinetische Energie eines materiellen Teilchens ist (u?/2)dm und dementspre-
chend die kinetische Energie K eines Korpers

K:/// “;“ipdv. (94)
(vt

Arbeit wird auf das Fluid durch die an den Korper angreifenden Volumen- und
Oberflichenkrifte ausgeiibt. Die Leistung der Oberflichenkraft td S ist @-¢d S und
die der Volumenkraft pkdV ist @ - pkdV, so dass fiir die Arbeit gilt

W:///puikidV+//uitidS. (95)
(5(1)

(V(#))

Der Zusammenhang zwischen dem Wirmestromvektor ¢ und dem Temperaturfeld
héngt vom Material ab. (Materialabhéngigkeit)

Q= / / gin; d S. (96)
(5(1))

Einsetzen der Gleichungen (93) bis (96) in die Bilanz der Energie nach Gleichung
(92) fithrt auf

D Ui Uj .
D—t///[ 5 +e} pdV = ///puzk‘ld\/%—//ultzdS //anZdS.
\%4 S S

' (97)




2.4 FEnergieerhaltung 13

Unter Anwendung des Gaufy’schen Integralsatzes werden die Oberflichen- in Volu-
menintegrale iiberfithrt und die Integrale zusammengefasst.

D uzuz 9, @Qz _

Da der Integrand als stetig vorrausgesetzt wurde und der Integrationsbereich beliebig

gewahlt werden kann, muss der Integrand verschwinden und es gilt

D uz De 87' i 8uz 0 qi
i ~, k i i iy
PU D +th Pl o Ui 8% M dx; O (99)
Gleichung (99) lésst sich umformen
D u; OTji De ou; dq;
i L ik — 2 im— — 1
i P Dt p Ox; +th 7 Oz 0w; (100)

=0

Der Term in Klammern ist die erste Cauchy’schen Bewegungsgleichung und somit
gleich null. Somit ergibt sich die Energiebilanz

D i O, 1 0¢

26 _ gt 29 (101)

Dt p 0x; pox;
die das kontinuumsmechanische Analogon des ersten Hauptsatz der Thermodynamik
ist. D g

e e

— = =9 dq 102

YR TR (102)
In der Gleichung ist § w0 der mechanische und 0 ¢ der thermische Anteil des Ener-
gietransfers. Der Spannungstensor des mechanischen Anteils lésst sich weiterhin in
Druck- und Reibspannungen zerlegen

0 u; 1
p i + — R;j €ij - (103)
N——

ow = —
v poz:  p

(]

® : Dissipationsfunktion
P;; : Reibspannungstensor
eij : Deformationsgeschwindigkeitstensor

Deformationsgeschwindigkeitstensor :

= 1 /0u;, Ou;
E = ¢ — - 24 1) & ¢ 104
i 2 (axj—'—@x,) e ( )
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Mit der Definition der Enthalpie
h =e+ = (105)
und einer Zerlegung des Spannungstensors in Normal- und Schubspannungen
Tij = —poiy + P (106)

(die Normalspannungen sind der thermodynamische Druck und Reibspannungen
(P, 1 = j); die Schubspannungen sind Reibspannungen (P;;, i # j)) sowie der
Kontinuitétsgleichung lésst sich die Energiegleichung (99) in die Form

dq;

-5 (107)

D ru;u; dp 0
il Bl = 22 ks + — (P s
th[z +} 8t+pzuz+8xj(”u1)

bringen.

2.5 Newton’sche Fluide

Die Gleichungen fiir Newton’sche Fluide sind eine Spezialisierung der allgemeingiil-
tigen Bilanzséitze, da die Materialgesetze fiir diese Fluide beriicksichtigt werden. Fiir

ein Newton’sches Fluid gilt
0 U;

)
3:6]-

d.h. der Schubspannungstensor hédngt linear vom Deformationsgeschwindigkeitsten-

(108)

7'7;]' X 67;]' =

sor ab. Mit der Materialtheorie kann gezeigt werden, dass die allgemeinste Form fiir
ein Newton’sches Fluid

Ty = —poy + A ew oy + 2ney;, (109)

bzw. in symbolischer Schreibweise

—

T = (—p+ XNV @) +2E (110)

ist. Diese Materialgleichung wird als Cauchy-Poisson-Gesetz bezeichnet. Der Tensor

I ist der Einheitstensor

5 €11 1 00
I = €92 = 1010 (111)
€33 0 01
Die mittlere Normalspannung :
_ 1 _ 1 .2
P=3Tw — P+pP=gTi+tDP=C (A +§77) (112)
————

Druckzéhigkeit



2.5 Newton’sche Fluide 15

A* @ second viscosity entfillt bei inkompressibler Stromung, weil:
ou;
0w,
=—> D.h. die Druckzéhigkeit wird mit null multipliziert.

divad =0

Mit Hilfe der
1. Stokes’schen Hypothese :

2. und dem Deformationsgeschwindigkeitstensor

ou; Ouj; 1. .
e = = 1 11
’ + J €i €; 5 [Vu + Vu ] (115)

= 1
E:agjezj:§|:

ldsst sich das Materialgesetz in die allgemeingiiltige erste Cauchy’sche Bewegungs-
gleichung (Gleichung (76)) einsetzen und man erhélt mit

Du_ pki + 0 {—p+ A*%} - 0 {77 {au" + auﬂ}} (116)

P Dt 0x; 0 xy 8_3:] ox; 0w,
bzw. in symbolischer Form
Di - =
pD—? = pk = Vp+ VNV -4) + V- (20 E) (117)

die Navier-Stokesschen Gleichungen.

Die Stoffdaten A* und 1  sind temperaturabhéngig. Fiir isotherme Stromungen

gilt
) du; — Ou, 02w, 0 [Ouy
— = 118
dx; {77 (890]- * 83:1)} " <8sz * dx; [&%k (118)
Damit wird aus Gleichung (116)
Du; dp 0 [Ouy 0%,
— ok — A\ 70 g0, 119
Dt P 0x; + +n)6xi (8:@) o (8:16? (119)
und aus Gleichung (117) in symbolischer Schreibweise
Di k Vp  +(\+n) V (V- 1) +nV2id
- = — T u.
"Dt ﬁ/ \f/ 1 —— 7
Volumenkrifte Druckgradient Gradient der Divergenz von o
(120)

Fiir inkompressible Stromungen gilt p = const und Gleichung (120) vereinfacht sich

zu ~
Du

P oy = pk — Vp+nV2i. (121)
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3 Grenzschichttheorie

Die Navier-Stokes-Gleichung fiir isotherme inkompressible Stromungen lautet
ou Vp
— + - Vi = —— +vV7’Q 122

Zur universellen, dimensionsunabhéngigen Betrachtung werden die Gréfen und Ope-
ratoren mit einer Bezugsgréfie normalisiert, so dass sie von der Groflenordnung 1

sind.
7
7 o= = 12
T 7 (123)
@
it o= — 124
Y W (124)
V* = LV (125)
\ P
- P 126
p e (126)
£ = ft (127)

Als Bezugsgroflen werden {iblicherweise L die charakteristische Lange und W die
Geschwindigkeit der Aussenstromung gewéhlt. Die normalisierten Grofien werden in
Gleichung (122) eingesetzt

Qi ... V* Vip*p. ., vWV2gr| L
gt = — £ : 12
fWé)t*+W U 7 U 7 pW + 72 e (128)
fL aﬁ* — % * — %k ko k v *2 — %
il : = — — 129
TTAETE +u*-V*u Vip* + WLV u*  (129)
— % 1
— St —»*‘v* ok _v* * V*Q — % 130
r 5t + u U p* 4+ Re, u*  (130)

Durch die Normalisierung der Differentialgleichung werden in die Gleichung zwei
Ahnlichkeitsparameter eingebracht. Diese sind

1. Strouhalzahl

Str = fWL (131)

= normalisierte Frequenz

= normalisierte zeitliche Beschleunigung
zeitliche Beschleunigung

rdumliche Beschleunigung

2. Reynoldszahl

W L réumliche Beschleunigung

Re = (132)

v Reibung
Impulsénderung durch Druckénderung

Impulsénderung durch Reibung



17

Bei sinnvoller Normalisierung sind alle Terme (z.B.V*p*, du*/0t*) von der Gro-
Benordnung 1. Die Ahnlichkeitsparameter geben daher die relative GroBe und damit
die Bedeutung der Terme an. Werden z.B. Strémungen bei sehr hohen Re-Zahlen
betrachtet (z.B. bei hoher Geschwindigkeit), so ist der Einfluss der Reibungsterme
sehr gering. Bei sehr kleinen Re-Zahlen dagegen (z.B. kriechende Stromungen) ist
der Einfluss dieser Terme sehr grof.

Im Bereich hoher Reynoldszahlen beschrénkt sich der Einfluss der Reibung auf
ein sehr kleines Gebiet in der Ndhe von festen Oberflichen ("Grenzschicht”), wo
die Haftbedingung erfiillt werden muss. Das Stromungsfeld wird in einen Bereich
der Hauptstromung, der als reibungsfrei angesehen wird, und in einen Bereich der
Grenzschichtstromung, der als reibungsbehaftet angesehen wird, aufgeteilt. Betrach-
tet man nun die Grenzschicht, so gilt fiir eine 2-dimensionale Betrachtung:

1. z-Richtung
Der Geschwindigkeitsvektor ist

it = | v (133)

Gleichung (130) gilt auch in der Grenzschicht. Die Komponente der Gleichung
in z-Richtung lautet
ou* ou* ou* op* 1 [0%u* 0%u*

* * = —— 4+ — . (134
ot* T 8x*+v dy* 8x*+Re (89&*2 i ay*2) (134)

Die Grenzschicht ist sehr viel diinner als sie lang ist, so dass gilt

Str

4]
5<<L;5*:z<<1 (135)
und daraus folgt, dass mit y < ¢
0 0 d/0x o
il - Al 1
Ep < 7y und 9jay L (136)

rdumliche Ableitungen in y-Richtung eine andere Gréfenordnung haben, als
raumliche Ableitungen in die z-Richtung. Es gilt dann

0%u* < 0%u*
8.73*2 ay*Q

und der Term 9% u*/0 z*? ist vernachlissigbar. Aus der Betrachtung der Gro-

(137)

Benordnung des Terms u* (0 u*/0 x*), die bei sinnvoller Normalisierung 1 sein
muss, und der Erkenntnis, dass

f_ Y _yo _ .
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ist, resultiert dann

1 0%u* L?
Re 957 = Ordnung (1) = Re « 52 (138)

Betrachtet man die Kontinuitatsgleichung in der Grenzschicht, so gilt:

Dp
D_t +pV =0 (139)
dp
= 8t+u Vp+pV-u =0 (140)
dp

Bei geringer Anderung der Dichte gilt

ou  Ov
— i — = 142
Vo =0 = 8x+8y 0 (142)

W ou* W ov*
- I Oz + f ay* =0 (143)

) K L = v <€ u (144)

2. y-Richtung
Die Komponente von Gleichung (130) in y-Richtung lautet

ov* ov* ov* op* 1 [0%2v*  02%v*
St * * = —— — 145
PTE T ox* v oy * dy* + Re [89&*2 * 0y *? (145)
Es ergeben sich folgende Gréfenordnungen fiir die Grenzschicht:
u v
G = 14
we o), =0, (140
T _ Y ol
r=2xow,  v=Yxo?) (147
und zusammen mit der Kontinuitétsgleichung (143)
du*  OJv* o) v J
=0 — =0 ¥ O(—=). 148
o oy T o +5/L = v O(7) (148)

Mit diesen Beziehungen kann eine Groflenordnungsbetrachtung an Gleichung
(145) durchgefiihrt werden. Die Groflenordnungen der einzelnen Terme finden



sich unter den Termen.

ot ov* n Lov* n LO0v  Op”
"ot T ar Yy T ayr
) ) )
2 2 2 ?
L L L
N 1 02%v* N 02%v*
e | Ox*2 ay*Q

Vergleicht man die Gréflenordnungen, so folgt

é+£+é—?+ é2
L L L L

L1
-+ 5
L7

2 - D; stationér

a *
- — 0p* < 7 —> Druckgradient in y-Richtung klein
Y
Schlussfolgerungen :
1.
v 0
u L
2. )
L
Re ~ | —
-~ (5)
3. p
9P 0
dy
Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen
ou ou N ou 1 dp 0%u
— 4+ u—F+Vv— = ——— 4V
ot dx = Oy pdz dy?
Kontinuitatsgleichung :
du n dv 0
dx 0y

Randbedingungen :

19

(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)
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1. Haftbedingung: Aufgrund der Reibung ist die relative Stromungsgeschwindig-
keit entlang der Wand an der Korperoberflidche gleich null.

= 0; (156)

2. Feste Oberfliche Die Oberfliche des Korpers ist fiir das Fluid undurchdring-
lich. Es tritt kein Fluid durch die Oberfliche des Korpers.

= 0; (157)

3. Hauptstromung: Am Rand der Grenzschicht zur Hauptstrémung entspricht
die Stromungsgeschwindigkeit in der Grenzschicht der der Hauptstromung.

= Wz, t) (158)

y=o0

4. Der Druckgradient in der Grenzschicht wird von der reibungsfreien Auflenstro-
mung aufgeprigt. Die stationdre Impulsbilanz fiir die Aulenstrémung lautet

ou ou 1 %

il —— 4z = 1
u8$+vc3y+pdx 0 (159)

Das Geschwindigkeitsfeld der Hauptstréomung in y-Richtung ist homogen, so
dass du/dy = 0 gilt. Weiterhin gilt Gleichung (158), so dass sich Gleichung
(159) vereinfachen lésst.

du dp

1
4 - E 1
U + b dx 0 (160)
p du? dp
£z - _=£ 161
2 dx dx (161)
2
P dW(”C) = _d_p (162)
2 dx dz
0w L (163)

L VRer  VwL

Die vereinfachte Form der Grenzschichtgleichung lautet fiir den stationéren Fall

ou du 1 dp 0%u
e - P S 164
u8x+vay+pda: y(’)y?’ (164)
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und unter Beriicksichtigung der Gleichung (162)

du du  pdWE 9w

u%—l— oy 2 duw _Vayz'

(165)

Durch Integration der Prandtl’schen Impulsgleichung {iber die Hohe h, die {iber die
Grenzschichtdicke ¢ hinausgeht, ergibt sich die von Karman’sche Integralgleichung

h h
du du dW 0%u
— - W— dy = . 166
/<u8x+ 8y d:c) Y /VﬁyQ (166)
0 0
Das Integral auf der rechten Seite wird
h h
d%u du du du du 1
Vs SVosl SV TVal = Vo) = —= Ty (167)
) 0y Ylo Yln Ylo Ylo p

spez. Dissipation

und ist die spezifische Dissipation [W /kg]. Aus der Kontinuititsgleichung (155) fiir
die Grenzschicht folgt fiir die Geschwindigkeit v in y-Richtung

y
du ov ou
8x+8y 0= 8xdy (168)

0

Einsetzen in Gleichung (167) eliminiert v und u verbleibt als einzige variable Ge-
schwindigkeit

Y
1
/ A AT R T LU I TP (169)
x p
0

b b
/f’gdy = fg) - /fg’dy (170)
r 0 0 0 /
gu gu _ Y h gu
/6w 5; 4v | dy 5 O lo /u dy
0o —~~"\0 0
o ——

ou
= W [ —dy - = 171
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und ergibt eingesetzt in Gleichung (169)

h
ou dWwW Tw
0

Zur Beschreibung der Verdrangungswirkung der Grenzschicht und des Impulsver-
lusts in der Grenzschicht werden folgende Grenzschichtkenngréfien eingefiihrt:

1. Verdrangungsdicke

- /(W ) dy (173)
2. Impulsverlustdicke
Sy W? = /u(W —u)dy (174)

0

Eine Ubersicht iiber weitere Grenzschichtparameter findet sich im Anhang 3.
Erweitert man das Integral auf der linken Seite mit +u; (OU/0x1)—uy (AU/dx1) =0
so kann die Gleichung (172) in der folgenden Form geschrieben werden

. 0 w /
T’LU
/a_ —wldy + d_/ - (175)
0 0

Unter Anwendung der Leibnitz’schen Regel und der Definitionen der Verdrangungs-
dicke 0; nach Gleichung (173) und der Impulsverlustdicke d, nach Gleichung (174)
ergibt sich fiir Gleichung (175) eine Formulierung , in der nur noch Variablen der
Auflenstromung und Grenzschichtparameter vorkommen.

T, d dw
= = = (W?28) + oW — 176
p dz ( 2) + 0 dz (176)
Wird die Gleichung mit do / (v W) erweitert, erlaubt dieses die dimensionslose For-
mulierung
Tw(SQ W(SQ d52 51 (522 dw 522W
- 94+ & 1
nW v dwx * ( * 52) v dx v (77)
——
Re 6o
Tw 52 d w (52 2 w (52 2 1 dW
— 2 = — 2H — 1
nwWw dx ( v e+ 12) W dx (178)
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Der Parameter Hy5 wird als Formfaktor bezeichnet und ist ein Maf fiir die "Fiilligkeit
des Geschwindigkeitsprofils” (Siehe Anhang) Mit der Impulsverlustdicke do und der
Geschwindigkeit W kann einer Reynoldszahl mit

W oy ?

v

— R652 52 (179>

definiert werden. Somit erhélt man eine dimensionslose Form der Grenzschichtglei-

chung
Tw O d
, 2 = <o (02 Res,) + (3 + 2 Hia) Po. (180)

Po ist der Pohlhausen-Parameter und ist ein dimensionsloses Maf fiir die Beschleu-

2

nigung des Fluids in Stromungsrichtung — Eine Definition dieses Parameters findet
sich ebenfalls im Anhang —

W2 1 dW v dW?
Po = — = 2 181
© v W dz Res, W dzx (181)
—AC

mit (182)

n dp
AC = —— — 183
W dzx (183)

als Beschleunigungsparameter. Mit Hilfe der definierten Gréflen lassen sich allge-
meingiiltige Kennfelder fiir Grenzschichten erstellen.
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4 Vereinfachte Formen der Navier-Stokes Glei-
chungen

4.1 Isotherme Stréomung

Die Impulsbilanz fiir ein Newton’sches Fluid in allgemeingiiltiger Form sind die
Navier-Stokes Gleichungen

D

pmsz—Vp—i-V(/\*V-ﬁ)—l-v-QnE_" (184)

bzw.
D u; dp 0 ouy 0 0 u; ou;
= ok — * . 1
"Dt TP T G T an, (A 3flsz) - 0 x; (77 {3%‘ * 3%D (185)

mit E als Deformationsgeschwindigkeits-Tensor. Fiir isotherme Stromungen gilt A*, v

const und vereinfacht Gleichung (185) zu

— ok — 22
Py —° axﬁ axi(?xk—'_n@xj

D, op v 0 Ouy 0 {0% 8u]} (156)

aZL’j + aZL'Z

Umbenennung der stummen Indizes (k — j) und geénderte Reihenfolge der Diffe-
rentiation ergibt:

0 an 82ui

Ox; O R Ox?

J

Duw; 0
. = pki — b

— N

(187)

p

Nach der Stokes-Hypothese (114), die nur bei rein translatorischen Bewegungen der
Molekiile und daher streng genommen nur fiir ein-atomige Gase gilt, fiir mehrato-
mige Gase und Fliissigkeiten aber eine gute Niahrung darstellt, ist

2
A= —— 188
37 (188)
und damit
Du; dp 1 0 Ou 0%u;
Poy —P% ﬁxi+3n6xi0xj+n8x? (189)
oder in symbolischer Schreibweise
Du - 1
pD—ltL:pk—Vp—anV(V-ﬁ)—i—anﬁ. (190)
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4.2 Isotherme und inkompressible Stréomung

Wird zusétzlich die Annahme der Inkompressibilitit getroffen, prinzipiell giiltig
wenn die Machzahl kleiner als 0.3 ist, vereinfacht sich die Kontinuitédtsgleichung

(56)

du;
V-ﬁ:O<:>divgradﬁ:O<:>au:0, (191)

L

und die Navier-Stokes Gleichungen vereinfachen sich
Du; Op 0 0 uy, 0% v, 0% u;
= pk; — % Zk - Z L (192
Y P 0x; X ")axi <8:rk) —H?(?:Ejﬁxj I 0x? (192)
= 0, inkomp. =0, inkomp.

Die Impulsbilanz fiir inkompressible, isotherme Stromungen ist somit

Dw; dp 0% u;
= pk; — — 193
S T FR P (1%3)
bzw. in symbolischer Schreibweise
D -
o= — Lk~ Vp + gV (194)
Dt
4.3 Rotationsfreie Stromung
Fiir den Ausdruck V? @ kann auch geschrieben werden
Vii =V (V-d) —Vx(Vxi), (195)
—— ——
= 0, inkompressibel 2w
so dass fiir inkompressible Stromungen gilt
V2i = -V x (V x) (196)

Das Vektorprodukt aus Nabla-Operator und Geschwindigkeitsvektor ist die doppelte
Winkelgeschwindigkeit w der einzelnen materiellen Teilchen

Vxu =2 (197)
w=27f (198)
Somit kann fiir inkompressible Stromungen die Impulsbilanz umgeformt werden
D -
pD—;L = pk—Vp—nVx(Vxi (199)

= pk—Vp—2nV xa& (200)
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Dieses bedeutet, dass bei inkompressibler Stromung der Reibungsterm verschwindet,
wenn die Rotation der Geschwindigkeit gleich null ist, d.h. wenn die Teilchen keine
Drehbewegung durchfiihren.

Die resultierende Gleichung fiir eine inkompressible, isotherme und rotationsfreie
Stromung ist

P oy =P Bu, (201)
und wird als Fuler-Gleichung bezeichnet. Fiir die Potentialstromung gilt:
e V x u = 0 Rotationsfrei
e k; = V1 Korperkraft hat Potential
e k; = — gux; Schwerkraft
ou
p W%—U-Vu = pVyY —-Vp+ |- - - (202)

—_——
=0

Ist das Geschwindigkeitsfeld rotationsfrei, so ist es sinnvoll, fiir die Geschwindigkeit
ein Potential einzufiihren (S. 20 Spurk)

99
axi

U = V¢ bzw. u; = (203)
Werden die Potentiale fiir Geschwindigkeit und Koérperkraft in die Eulergleichung
(202) eingesetzt, fiihrt dies auf

9¢

pV Fr + V2 = pVy — Vp — Daher der Name Potentialstromung (204)

4.4 Euler- und Bernoullische Gleichung

Die Eulergleichung kann auf zwei Wegen hergeleitet werden.

1. inkompressibel plus rotations-frei (sogenannte Potentialstromung, siehe Kap.
4.3)

2. reibungsfrei, aber durchaus kompressibel (z.B. Hochgeschwindigkeits-Stromungen).
In diesem Fall kénnen die Reibungsterme vernachléssigt werden (Re-Zahl Re —
oo , siehe dimensionslose Form), so dass die letzten beiden Terme auf der rech-
ten Seite von Gleichung (187) entfallen.
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Die Bernoullische Gleichung ist ein erstes Integral der Fulerschen Gleichung. Zur
Herleitung miissen die Annahmen getroffen werden, dass

1. die Korperkraft ein Potential k¥ = VY ,zB Y = —gix;,, v = —gux3
habe

2. und die Stromung als reibungsfrei angesehen werden kann.

Zunéchst wird die Fulersche Gleichung mit u; multipliziert, also das Innenprodukt
(Skalarprodukt) mit o gebildet

aul ou; 1 0Op Y
iU — = — —U—— — U =—— 205
ot +uu78xj pu 0x; Y 0x; (205)
Nach Umformung des zweiten Terms der linken Seite und der Umbenennung der
stummen Indizes ergibt sich

0, 0 [uluz] B _1 ap oY

U + uj — U — Uy
7ot ! Oz, p "’ Ox; T w;

Diese Gleichung kénnte entlang jeder glatten Kurve integriert werden. Bei der Inte-

(206)

gration entlang einer Stromrohre ergibt sich aber ein besonderes Ergebnis.
Die Definition einer Stromlinie folgt mit |4] = u

d
w = u S (207)
fiir die Differentiation
0 d:r;] 0 d
= = U 2
1 ox; s dx; Y ds (208)
Somit kann fiir Gleichung (206) mit u; Ou; /0t = uwOu /Ot entlang Stromlinie mit
du d [u? 1dp dvo
e T e it P 9
dt+ds{2} pds ds (209)

eine allgemeine Form der Bernoulli-Gleichung erhalten werden. Wird eine Integration
entlang des Stromfadens (d s) durchgefiihrt, ergibt sich aus Gleichung (209) mit

/—ds+—:—/%dp—/d¢ (210)

eine andere allgemeine Form der Bernoulli-Gleichung. Fiir das Potential der Korper-
kraft wird die Gravitation angesetzt

o= —gux (211)

Der Druckterm kann in Abhéngigkeit von den Voraussetzungen unterschiedlich be-

schrieben werden
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[ 1/pdp inkompressibel, p = const.
[ 1/pdp = Ap/p
isotherm, ideales Gas, p = p/RT
[ 1/pdp = [ RT/pdp = RT [ 1/pdp=RT A Inp
homentrop (6rtlich gleiche Entropie), p = p(p, s) = p(p)
[ 1/pdp = [1/p(p)d

Typische Falle:

1. Gewicht (Schwerkraft) als Massenkraft und inkompressibel
w?
/ ds + p— + p + pgrz = const. (212)

z.B. Fliissigkeitsstromungen (Hydraulik)

2. Kompressibel, Massenkrifte — 0, entlang eines Stromfadens (d s)
0 2 1
Thds + — + / —dp = const. (213)
p
p = p(p) z.B. Gasdynamik

4.5 Kriechende Stromung eines inkompressiblen Fluids

Ausgehend von den inkompressiblen, isothermen Navier-Stokes-Gleichungen unter

Vernachlassigung der Volumenkriifte

0
(a—?—l—(u v) ) — —Vp+ n V2@ (214)
kann mittels der Parameter
L2
u=Uu", ¥=Lx, t=—1t" (215)
v
die dimensionslose Form
vU our  U? I/U vU . L?
* —k — o X % _ * —’* L 21
L2 at* + = ( V) V —l— V T ( 6)
au —k k) —k k% *2 —%
+ Re (@ -V*)u* = —=V'p"+ V™= (217)

ot*
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gewonnen werden. Es ist nun ersichtlich, dass fiir Re < 1, der Bedingung fiir krie-
chende Strémungen, der Einfluss des konvektiven Beschleunigungsterms so klein ist,
dass er vernachléssigt werden kann.

%+u% = pk: — ap + 0 )\*auk +i auj +%
Plot "% oe | " an, " 0 \© 0m) 0w |"|ow " g
S—— N ~~

J/

=0 = 0, wenn inkompressibel

(218)

Jui | o dp 0 O, ou;
p[@t] =N o T o {” lﬁxi * axj” (219)

=0

Aus der Gleichung ist ersichtlich, dass bei kriechenden Strémungen die Korperkréfte
und die Druckkréfte im Gleichgewicht mit den Reibungskréften stehen.
Fiir inkompressible und stationére Stromungen wird daraus:

dp 0 0 u; Ou; B

V-(nVid) —Vp+pk =0 (221)
Wird die Massenkraft vernachléssigt, so folgt die Stokes’sche Gleichung:

¢ (220)

oder

V-(nVi) =Vp (222)
Bei konstanter Viskositét kann fiir Gleichung (222) geschrieben werden
nV*i — Vp =0 (223)

Diese Gleichung wird in der Tribologie (Theorie der Gleitlager) verwendet.

4.6 Stromung in porésen Medien

Isotherme Stréomungen durch Porése Medien gehorchen den gleichen Grundgleichun-
gen wie bisher besprochen: Navier-Stokes-Gleichungen, Haftbedingung, Kontinui-
tatsgleichung. Da die Geometrie poroser Medien aber meist unregelméflig, komplex
und schwer beschreibbar ist, eignet sich eine solche Strémung nicht fiir die Berech-
nung mit o.g. Ansétzen.

Fiir langsame Stromungen (Stokes-Stromung) beobachtete Darcy (1856) die Propor-
tionalitét (Siehe Bear [11])

Ap x v, (224)

wobei v die Volumen-gemittelte Geschwindigkeit in porésen Medien ist.
Verallgemeinert gilt (Bird, Stewart, Lightfood [4])
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1. Kontinuitat

e~ + V. (p?) = 0 (225)

2. Darcy "
U= —g(Vp — pg) (226)

wobei € die gemessene Porositit und K [m?] die empirisch ermittelte Permeabilitéit
ist.
Fiir hohere Geschwindigkeiten in porésen Medien wird die empirische Erweiterung
der Darcy-Gleichung von Brinkmann (Bird, Stewart, Lightfood [4], Kap. 4) empfoh-
len:

Vp = —% 7+ Vi A+ pi (227)
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5 Ahnlichkeitsparameter und Dimensionsanalyse

5.1 Grenzschichtiahnlichkeit

Die bisher hauptsichlich verwendeten Ahnlichkeitsparameter Reynolds- und Strou-

halzahl wurden durch Normalisierung der Variablen in den Differentialgleichungen

gewonnen. Im folgenden wenden wir die gleiche Vorgehensweise an, um die Ana-

logie von Impuls-, Warme- und Stoffiibertragung in den Grenzschichten zu zeigen.

1. Annahme: 7, p = const
Damit lauten die zutreffenden Differentialgleichungen:

Impulsbilanz
Du
— = -V \VaRT)
Y p+nviu
Stoffgesetz = Newton’sches Fluid:
Tij = —p(sij + )\* CLk 52‘3‘ + 2776,‘]‘
Stokes’sche Hypothese:
2
A= ——
377
Energiegleichung
De 8 U; (‘3 q;

Dt = T an, " o
Stoffgesetz = Fourier’sche Warmeleitung;:

or
8[L’i

¢ =—A

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

Die Differentialgleichungen fiir die Hauptkomponente (2z-Richtung) einer zweidimen-

sionalen Grenzschicht lauten dann.

Impuls:
P ox dy) Oz n8y2
Energie:
P ox P dy b dx 0y

(233)

(234)
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mit der Dissipationsfunktion:

ou ov)? ou\> ov\? 2 (Ou ov\?
v =gy g 2 |(5) *(@)]‘5(%*@) 259

~ \ /
~~

kK

x  Viskose Reibungsbehaftete Dissipation durch Scherspannungen
x* Viskose Dissipation durch Normalspannungen,

wird bei inkompressibler Strémung zu Null
dissipative Warmeerzeugung durch Scherung:

h = e+ pu, mitvz1 (236)
i
P ox P dy ox ox dy dy
dp dp
— — o 2
+u8x+vay+n (237)

2. Annahme: ideales Gas oder inkompressibel
3. Annahme: konstante spezifische Warme

1
dh = de + pdv + vdp — ¢,dT = ¢, dT + pdv + vdp, mitv :; (238)
Grenzschichtgleichung fiir Impuls
ou ou dp 0 OJu
o) = 2y 2 239
p(“ax+”ay) 8x+8yn8y (239)
Grenzschichtgleichung fiir Energie:
oT oT 9, oT 9, oT
— — ) = — (A =— — [ A= o 240
pcp<u9x+v0y) 5$(3$)+8y<8y)+n (240)
Grenzschichtgleichung fiir Stofftransport (Spezies / Konzentration)
dpa dpa 0 dpa 0 dpa
TPA L pZPA _ C (D PP L (Dup P4 241
u8x+v8y ox B +8y AB@y (241)

pa : partielle Dichte oder c4 : molare Konzentration
Stoffgesetz: Das 1. Fick’sche Gesetz beschreibt die Ausbreitung einer Spezies A fiir
niedrige Konzentration von A

(242)
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bzw.

Nz aCA
nA,i = _DAB ax
i

mj;’i: Flachenbezogener Massenstrom der Spezies A, h;’,ﬂ-: Flussdichte an Molen der

(243)

Spezies A
Analogie der Differentialgleichungen

Grenzschicht Nahrungen :
du du Ov Jdv

= I 244
WU = 5.2 90y oa (244)
oT oT
a. o 245
dy > ox (245)
analog zum Impuls:
oT oT A 02 T
. = 246
ey %y dy pc, 0y? ( ) (246)
e konvektiver Transport der Temperatur: u a—T + 0 8—T
o Wirmeleitung normal zur Oberflache: ﬁ ‘?922

2
e Dissipation (Reibungswérme): - (g—Z>
P

2
e Vereinfachung von &: (%)
Y

Normalisieren der Bilanzen fiir Impuls, Thermische Energie und Konzentration:

—
— % U

T -T, —
T = N = _PA T PAW (247)
U Ty — TN PAco = PAW

Ziel der Normalisierung: Die dimensionslosen Gréfien u*, T, p% haben maximal den

Wert 1.

Impuls:
ou* ou* dp* v 0%u
* * = — 248
Y oz v oy* dax* * UL 0y*? (248)
—> Re— Zahl : Re = %
Thermische Energie:
oT" oT* A 92T v U2 [dur\’
e * = — — 249
R v oy* pc, UL 0y*? + ¢, L? (83/*) (249)

~
®*, inkompressibel
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AV _ VAP poip
pc,UL v L pc,n
= Prandtl-Zahl:
Ccp M 14
Pr = 21 =
r 5y 3
P Cp
Konzentration:
L 0cy L, 0y Dap 02 c,
v = - =
dx* dy* UL 9y
DAB v . DAB 1 . 1 1
UL v v Re ScRe
= Schmidt-Zahl :
Sc = Y
Dap

Die Ahnlichkeit beschrinkt sich nicht nur auf Differentialgleichungen
Randbedingungen miissen &hnlich sein.

Randbedingungen:
Impuls:
ou |
Tw = N3 PDyn
dy y=0 Y
Tw 2 Ju*
c _
/ LU Rer 0y* |,
Energie:
A (T — T\ OTF
a e —_——
L \T, —Tx) 0y* |,.—
=1
a: Wirmeiibertragungskoeffizient
alL 0T
)\f ay* y*=0
Nusselt-Zahl: ;
Nu= 2~
Af
Grenzschichtgleichungen fiir Impuls :
Lou* Lou* dp* 1 0%u*

+ v =

Y o dy* Cdar + Re dy*?

(250)

(251)

(252)

(253)

(254)

. Auch die

(255)

(256)

(257)

(258)

(259)

(260)
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Grenzschichtgleichungen fiir thermische Energie :

oT* orT* 1 02T
* * =0 261
R v dy* * Rep Pr 0y*? (261)

Grenzschichtgleichungen fiir (geringe) Konzentrationen :

dc’ dc’ 1 0%ch
. $2o4 262
dx* v oy * 0+ ReSc 0y*? (262)

Beispiele:

1. Analogie von Impuls- und Warmetransport
In manchen Féllen ist es praktikabel aus der Anwendung des Massertransport
auf den Warmetransport zu schlieen. Bei einer Plattengrenzschicht wird an-
genommen, dass von der Auflenstromung kein Druckgradient aufgepragt wird.

0%u* 0%2T*
X
ay*Q ay*Q

(263)
% = z.B. Wandschubspannung

Es ist hédufig einfacher die Temperatur zu messen um auf Wandschubspannung
zu schliefen (HeiBfilm).

2. Analogie von Wiarme- und Stofftransport
Problem : Messen des Warmeiibergangskoeffizienten an einer Gasturbinen-
Schaufel
Anwendung der Grenzschichtanalogie : Die Schaufel wird mit Naphtalin be-
schichtet und der Massentransport an der Oberfliche ermittelt. Aus dem Mas-
sentransport kann auf Warmetransport geschlossen werden.

5.2 Dimensionsanalyse

Grundidee:
Unabhéngigkeit der physikalischen Gesetze vom gewéhlten Einheitensystem.
Es werden nur die Einheiten der betrachteten Groflen verwendet.

Grundlage:
Darstellung physikalischer Gréf8en durch das Produkt Zahl-Mafeinheit im Ein-
heitensystem mit p Grundeinheiten (z.B. Mechanik [kg], [m], [s] = p = 3), aus
denen alle iibrigen Einheiten abgeleitet werden koénnen (z.B. Kraft [N]=[kg
m/s?]). Alle Einheiten lassen sich als Potenzprodukt der Grundeinheiten dar-
stellen ([N] = [kg]![m]*[s]2).
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Vorgehensweise:

1. Bestimmung der fiir das betrachtete Problem mafigeblichen physikali-
schen Parameter durch Intuition (auch ohne Kenntnis der Differential-
gleichung)

2. Ermittlung moglicher dimensionsloser Parameter durch Potenzansétze

Schema:
1. GroBle @y, die in unbekannter Weise von N — 1 Groflen Qq,...Qn-1
abhéngt
QN:f(QbQQa"'aQNfl)? (264)
bzw.
F(QlaQ?a--'vQN):O7 (265)
sowie ein Maf}system mit p Grundeinheiten.

2. Auswahl von p PrimérgroBen aus den @; (prinzipiell beliebig, jedoch so,
dass alle p Grundeinheiten vertreten sind).

3. Ansetzen der verbleibenden Gréfien als Potenzprodukte der Primérgrofien
(z.B. Q1, @2, Q3 fiir p = 3) derart, dass die Einheit der Gréfle mit dem
Potenzprodukt der Einheiten der Primérgréfien iibereinstimmt:

Q1 = Q- Qy - QY (266)

Qs = QF-Q7 QY (267)

Qv = QM Q- Q3 (268)
4. Ergebnis: N — p dimensionslose Grofien

= — Qg4 e ng — (269)
14'Q2 'Q?) 1N'Q2 .Q3

d.h. dimensionsloser Zusammenhang

G(Iy,.... My ,) =0 (270)

als Losung des physikalischen Problems

Das II-Theorem von Buckingham:
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"Gegeben sind n Grifien Q1,...,Qn und eine Relation zwischen ihnen.
Dann gibt es genau N — R dimensionslose Grofien, wober R < M < N
der Rang der Dimensionsmatriz ist. Die Beziehung f(Ily, s, ..., Ty_g)
lost das gestellte Problem.”
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6 Losungen der Bewegungsgleichungen

6.1 Hydrostatik

Der Trivialfall der Bewegungsgleichungen beschreibt ruhende Fluide. Navier-Stokes

Gleichungen:
D u; 0 0 uy, 0 0 u; ou;
L _ A —E — . J 271
u = 0 (272)
=0 = pk + 0 (—p) (273)
= PR D, p

& pk = Vp (274)

Korperkraft hat Potential:
k = —V, mit¢y = g- 2, g = const. (275)

Einsetzen des Potentials aus Gleichung (275) in die "Bewegungsgleichung” (274)
ergibt:

= —pVy = Vp (276)
= —pVi(gz) = Vp (277)
= —gVz = vy (278)
p
le
= —g(z—2) = /;dp. (279)

P1

6.1.1 Atmosphire

Ein weiteres Beispiel fiir ruhende Fluide ist die ruhende Atmosphére. Ein Grenzfall
ist die isotherme Atmosphére:

Isotherme Atmosphére

Ideales Gas:

p= %, mit 7' = const (280)
p2 d
= _g<22 — Zl) =RT ?p (281>
p1
T
29— 2 = _RT In 22 (282)
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Nun gibt es keinen physikalischen Grund dafiir, dass die Atmosphére isotherm sein
sollte. Dagegen ist die homentrope Atmosphére ein sinnvoller, stabiler Grenzfall,
ndmlich dann wenn weder Warmeleitung noch Reibung auftritt.

Homentrope Atmosphére Entropie gleich: keine Reibung, keine Warmeleitung

— stabiler Grenzfall

(Iﬂ) = (&) ausp v"” = const.{f. lsentrope (283)
p P
%
k = — : Isentropenexponent
Cy
11 .
— - = — (Zﬂ) (284)
P P1 \ P
b2 1 1
1 P = p2
— -z = —-— (12) dp = -2 [pi“] i (285)
gp1 p gp m =1
p1
1
pl " [ k—1 ,{,1:| K
— p K — p K 286
g(p/RTy) ™ Pk -1 (286)

- — = — 287
2 — 2 p = — (287)
P1
r k=1
RT "
N (@) —1] (288)
g k—1 i P1
T _ k—1
pa| -
Isentrop: — = {— 289
Pt o’ (289)
K
— 29 — 21 = — — e 1 (TQ—T1> (290)
dT k—1gyg
0 - 2 291
- dz k R (291)
1,4—1 9,81 K K 1K
_ _ D ) el 1 -3 _
1,4 287 m T > 10~ ~100m

(292)
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6.1.2 Auftrieb

F = —//pﬁdS (293)

S
= —///VpdSunde:pg' (294)

%
— _///pgdv (295)

v

p ist homogen:

F = —pgV Archimedes’sches Prinzip (296)

6.1.3 Freie Oberflichen

Das Gleichgewicht an der freien Oberflichen eines Tropfens ist
QWTCTﬁ—//(pa—pi)ﬁdS = 0. (297)
S

C'": Oberflichenspannung = Kraft/Lange
Annahme: Symmetrie des sphérischen Tropfens

277 C + (po —pi)7r® =0 (298)
2C

= Ap = Ppi—pa = — (299)

Die Druckdifferenz im Tropfchen ist umgekehrt proportional zum Radius. Daraus
folgt, dass sehr kleine Tropfchen eine sehr grofie Druckdifferenz haben (Nebel, Trop-
fenschlag in Dampfturbinen-Endstufe).

6.2 1. Stokes’sches Problem

Annahme: 7, p, v = const.
Navier-Stokes-Gleichung:

ou \Y

a—;‘ﬂz-wz —7p+uv2ﬁ (300)
Es wird Stokes erstes Problem einer plétzlich in Gang gesetzte Wand betrachtet.
Die ebene Platte hat eine unendlich grofie Ausdehnung und das umgebende Fluid

ist fiir ¢ = 0 in Ruhe 5 52
U U
Z 7 - ) 1
= 57 l/ay2 (301)
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Randbedingung fiir u(y, t)

u(ly=0,t>0) =U (302)
u(y — oo, t >0) = (303)

Anfangsbedingung
u(y, t<0) =0 (304)

Daraus folgt u ist proportional zu U und somit u/U = f(y, t, v)

Physikalisch haben grofie Zeit, hohe Z&higkeit, geringer Wandabstand gleiche Wir-
kung.

Daher Ansatz:

m n 1
n=Cv™t m (305)
=Funktion dimensionslos in der Form
vt 1 v
=(C — bzw. = - = 306
7 " Ut vor: (306)
Die Differentialgleichung
ou 0%u
at 9y (307)

wird mit dem Ansatz u/U = f(n) gelost. Fir die in Gleichung (307) vorkommenden
Ableitungen gilt mit

f':g_f;, f”:g%. (308)
~ gy é%(—%)t—iz—w&ﬁﬁ (309)
g—Z_Uf’g—Z_Uf’%\/ly_t (310)

auf

Loy 1
:>—Uf1\/;t%—u(]f4yt (312)
P Y . —
—f\/ﬁ—f = - =1 (313)
—2n _I — i(m f=-2n (314)
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weil p .
—(n f)=f"= 315
)= ', (315)
Integration:
— Inf=—n*—-InA (316)
Inf +InA=—n*|exp (317)
2 6_772
Af, =T <— f, = T (318)
. "
f=5 / e~de + B (319)
0
Randbedingung 1
u
0,t>0))=0=U —=f=f0)=1 B=1 320
uly =0, 1>0) — = =) =1= (320)
n—0
Randbedingung 2
uly — o0, t>0)=0 — n— o0 (321)
A= —/ e~ dg = —g (322)
—=1- =€) ¢ 323
: G / (323)
—erf (n) Fehlerfunk:tzon
t—>0:>77—>oo:>% (324)
6.3 2. Stokes’sches Problem
Navier-Stokes’sche Gleichungen:
ou 0?u

lineare Differentialgleichung; Zeitliche und &rtliche Ableitungen getrennt = Produk-
tansatz erlaubt.
Randbedingungen:

u(ly=0,t) = U cos(wt) (326)
u(y,t) < oo (327)
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Losung: periode, harmonische Bewegung in x-Richtung
Ansatz:

utrt) =R{ wly)  ewlien | (328)
—— N—_——
Ortsfunktion Zeitfunktion

Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung (325) fithrt auf

2
R {iw(y) exp(ivt)} = R {iyf exp(iwt)} (329)
v w , 1414
:>dy2—2;w—0, Vi=+ NG (330)

Losen der der Differentialgleichung (330) mittels Exponentialfunktionen fiihrt auf

w(y) = A exp {—(1 —i—z’)\/gy} + B exp {+(1 +z‘)\/gy] (331)
B =0, weil fiiru < cow < oo gelten muss

u(y,t) = §R{A exp [—(1 +z’)\/gy] exp(+z’wt)} (332)

S R RICRED))

— Aexp (_\/gy) (wt - \/2@) (334)

Aus der Randbedingung

~—~

333)

u(y = 0,t) = U cos(wt) (335)

folgt fiir die Konstante
A=U (336)

und aus Gleichung (334) wird

u(zg t) _ exp <—\/gy> cos (wt - %y) (337)

In dieser Gleichung ist die Exponentialfunktion eine Amplitude und nur eine Funk-

tion des Ortes y. Die Kosinusfunktion gibt die Phasenlage wieder und fiir den Term
gilt < 1.

Fiir

1

— = 0,018 < 2% (338)

(&
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Wenn u/U < 2%, dann wird die Oszillation als gering bezeichnet.

Grenzfall:
w
_4) = =
exp(—4) exp( 2y5)
=0 = 4 e
w

In (339)

(340)
(341)

Die Lange ¢ bezeichnet die Eindringtiefe der Oszillation der Wand in das Fluid.

Beispiel: Medium: Luft, {=50 Hz (Netzfrequenz)

2x1,6-10"6
b = 4\/—X ,6-10 m
2750
= 4v10-10-8m

= 12-103%m

(342)

(343)
(344)

6.4 Oszillierende Stromung zwischen Platten

Randbedingungen:

u(a,t) = u(—a,t)=0
dp

— = P,coswt

Oz
= R{P,exp(iwt)}

Die Annahmen
e voll entwickelte Kanalstromung
e inkompressibel

fithren auf die (lineare) Differentialgleichung

ou @ J*u

_ + n—
P ot ox n@yQ
Pulsierende Stromung;:
u = const + u'(y, 1)

Ansatz:

u(y,t) = R{w(y) exp (iwt) }

(345)
(346)
(347)

(348)

(349)

(350)
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und damit auf die Differentialgleichung

2

R {iwwexp (iwt)} = —% R{P,cos(wt)} +v R {iyf exp (iwt)} (351)

Die Differentialgleichung fiir w ist

d? ' P,
o Ee=22 (352)
dy*> y pv

w(y) = i% + Acosh {(1 + i)\/gy] + Bsinh {(1 + i)\/gy} (353)

et +e” et —e

cosh(z) = — sinh = ———— (354)

mit

Aus den Randbedingungen folgt

w(a,t) =0 = if—z + Acosh {(1 + i)\/ga} + Bsinh {(1 + z')\/ja} (355)
w(—a,t) =0 = z’f—; + Acosh {(1 + i)\/ga} — Bsinh {(1 + z‘)\/ja} (356)

und es ergeben sich die Konstanten A und B zu

P,
~ pwcosh [(1+4)y/2a]’
Eingesetzt in Gleichung (353) folgt

A B=0 (357)

Py
w(y) = i

(358)

L cosh [(1 +1) %y]]
cosh [(1 4 1) /Za

Das Geschwindigkeitsprofil ist

u(y, t) = R{w(y) exp (iwt)} (359)
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7 Turbulente Strémungen

7.1 Grundlagen

Die meisten technisch relevanten Stromungen sind turbulent. Im Gegensatz zu lami-
naren Stromungen bewegen sich die Fluidteilchen nicht mehr definiert auf Bahnen
sondern schwanken regellos um eine "mittlere” Bahn.

Aufgrund der zeitlichen Schwankungen der Stromungsgeschwindigkeit ist diese dann
nicht nur vom Ort, sondern auch von der Zeit ¢ abhéngig. Weiterhin sind die zeitli-
chen Schwankungen zufillig.

Zufallige Vorgénge lassen sich in stationdre und instationdre Prozesse unterteilen.
Ein Vorgang heifit schwach stationir, wenn der Mittelwert und die Autokorrelati-
onsfunktion unabhéngig von t sind. Der Mittelwert wird aus unendlich vielen Daten
gebildet. Stationdre Vorgédnge heiflen ergodisch, wenn der zeitliche Mittelwert und
die Autokorrelationsfunktion fiir unterschiedliche Datenreihen, die dasselbe physi-
kalische Problem beschreiben, gleich sind.

Eine einzige Datenreihe wird aber auch als stationér bezeichnet, wenn die iiber kurze
Zeitintervalle berechneten Groflen keine signifikanten Unterschiede aufweisen. Signi-
fikant bedeutet, dass die Unterschiede groBer als erwartete statistische Anderungen
sind. In diesem Fall ist der Vorgang dann instationér. In Abbildung 1 ist in Form ei-
nes Histogramms eine typische turbulente Geschwindigkeitsverteilung an einem Ort
dargestellt. Fiir stationdre Stromungen wird die Geschwindigkeit u; in turbulenten
Stromungen mit Hilfe der mittleren Geschwindigkeit #; und der Schwankungsgrofie
u'; mit dem formalen Zusammenhang

t+3
1
00 e
2
ui(z;,t) = w(x;) + u'i(x;,t)  Reynolds — Zerlegung (361)

beschrieben. In der Literatur findet sich auch die Zerlegung
Ui(fbj, t) = ﬂZ(ZBJ) + Uli’RMs(ZEj, t), (362)

wobei u; gy (7, 1) die mittlere Schwankungsgroie (siehe Gleichung (365)) ist. In dem
Histogramm in Abb. 1 sind die mittlere Geschwindigkeit u; und die Standardabwei-
chung u; p)/s eingetragen. Die Standardabweichung ist ein Maf fiir die Breite der
gemessenen Geschwindigkeitsverteilung und gibt die mittlere Abweichung vom Mit-
telwert an.
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Counts
6000

5000

4000

Umbhiillende

3000
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der Messwerte ]

2000

1000wy ey

ot — + t
-10.000 0.000 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000 60.000
FVAU [m/s]

Abb. 1: Darstellung einer Geschwindigkeitsverteilung in einem Histogramm

Die mittlere Geschwindigkeit wird aus den einzelnen pro Messung aufgenommenen
Messwerten mit der Gleichung

N-1
=t (363)
m=0

mit der Anzahl der Messwerten N. Der Mittelwert nach Gl. (363) wird in der Stati-
stik als 1. Moment bezeichnet. Die mittlere SchwankungsgréBe u; gys(75,t) — héufig
auch als RMS-Wert (Root Mean Square) oder Standardabweichung bezeichnet —

wird mit der Varianz o2

N-1
(tm i, t) = () (364)
m=0
und der Gleichung
N-1
s (25, 1) = Vo2 = (| Y (i), t) — ) (365)
=0

berechnet und stellt ein Maf fiir die mittlere Schwankungsgeschwindigkeit der Stro-
mung dar. Die Varianz heifit in der Statistik auch 2. Moment.

Die Schwankungen turbulenter Stromungen beschreibt anschaulich der Turbulenz-
grad T'u (engl. turbulence intensity). Er stellt ein Ma#f fiir die Stéirke der Turbulenz
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in den betrachteten Richtungen dar. Turbulenz ist immer dreidimensional. Es sind
jedoch auch eindimensionale und zweidimensionale Betrachtungen des Turbulenz-
grades moglich. Die 3-dimensionale Betrachtung des Turbulenzgrades in Stromungs-
richtung ist

1 12 12 12
\/5 (u LRMS T WoRrms + U 3,RMS)

u? 4 u3 + u3

Tu = 100%. (366)

Eine 2-dimensionale Betrachtung des Turbulenzgrades ist

1 12 12
T \/5 (v rus + U3 rus) .
u =
VAT X7

Neben der Betrachtung in Stromungsrichtung ist eine Berechnung des Turbulenzgra-

00% (367)

des in Richtung der einzelnen Koordinaten moglich. Eine 2-dimensionale Betrach-
tung des Turbulenzgrades in axialer Richtung ist

\/% (u% rus + '3 rus)

Uy

Tuy = 100% (368)

Fiir den Fall der isotropen Turbulenz sind die mittleren Schwankungsgréfien in allen
Koordinatenrichtungen gleich grof8. In diesem Fall ist eine eindimensionale Betrach-
tung des Turbulenzgrades ausreichend. Die 1-dimensionale Betrachtung

/
Tu = LS 1009 (369)

u

wird als Turbulenzintensitét bezeichnet.

Es gibt noch zwei weitere statistische Groflen, die die Form des Histogramms be-
schreiben, ndmlich Skewness (Schiefe) und Flatness (Exzess) .

Die Skewness S berechnet sich mit

S= 53 (sl t) — ) (370)

und wird auch als 3. Moment bezeichnet. Mit S wird die Symmetrie der Geschwin-
digkeitsverteilung beschrieben. Fiir S = 0 ist die Verteilung symmetrisch um u;(x)
und mit wachsender Asymmetrie nimmt S zu. Liegt der Peak (engl. fiir Spitze, d.h.
das Maximum) der Verteilung auf der linken Seite von u;(x), so ist S positiv und
liegt der Peak der Verteilung rechts von u;(x), so ist S negativ.

Die Flatness oder Kurtosis F' wird mit

Fi=—= (tmaz),t) — ()" (371)
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berechnet und heifit auch 4. Moment. Mit F' wird die Form des Peaks der Geschwin-
digkeitsverteilung beschrieben. Fiir groffe Werte von F ist der Peak schmal und somit
besonders ausgeprigt, wihrend fiir kleine Werte von F' der Peak nicht ausgeprigt
ist.

Um die Turbulenz einer Strémung zu beschreiben, werden im Allgemeinen die Tur-
bulenzintensitit Tu zur Beschreibung der Stdrke der Turbulenz und die integrale
turbulente Léngenskala [; zur Beschreibung der rdumlichen Gréfle der Turbulenz
verwendet. Die integrale turbulente Léngenskala (Gleichung (415)) wird héufig auch
“Mittelere Wirbelgréfie” genannt.

7.2 Reynolds-Averaged Navier-Stokes

Um die Navier-Stokes Gleichungen

0 0 ug 0 0 u; Ou;
_ * 2k — 9

auf turbulenten Strémungen anzuwenden macht man gewohnlich folgende Annah-

DUZ‘
Dt

men:
1. inkompressibele Turbulenz p = const.
2. im Mittel stationdre Stromung

3. Reynolds-Zerlegung der Stromungsgréfien in Mittelwert und Schwankungsgro-
Be

u=u+u, p=p+p (373)

f+g = F+3 (374)
F=7 (375)
Fo=0 (376)

B
a_i -7 (377)
T9g=79=F7F (378)
T g =0+ -@+9)=FG+7-9d+F-g+F-¢ (379)
= F g+ g+ T G+ g (380)
=0, wg. GL(376)

= Tg+77 (381)
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Mittelung der Kontinuitétsgleichung (inkompressibel):

Vou = %—l—@—i—a—w—
- O0r Oy 0z
_ o(u+ ) N o(v+ ') N o(w + w')
ox oy 0z

o o0 T 0w ov v
or Ox, 0Oy Oy 0z 0z
~~ ~— ~~~

=0 -0 =0
_ou v o _
O Oy 0z

Umformen der substantiellen Ableitung:

Du _ u, 0w 0w o
Dt ot " or U@y e

@+u@+u%+v%+u@+w@+ua—w
ot Ox ox y oy 0z 0z

o 0w 0w
N\ or dy 0z

N

=0, wg. Konti.
ou Ou? Ouv Ouw

ot + ox + dy + 0z
Mittelung der substantiellen Ableitung

E @_i_ﬁu?_}_@uv_i_@uw
Dt ot Oz dy 0z

(382)
(383)

(384)

(385)

(386)

(387)

(388)

(389)

ou+u 0wt o ouv oY  duw O w
ot ox ox dy oy 0z 0z

ou 0w ouv Ouw ou v ww

:E+8$+8y+8z+8x+8y 0z
_ Da o Y duw
B D_t+ ox + dy + 0z
mit
ox dy 0z ox dy dy 0z 0z
_OJu _O0u ou _|0du Ov
= g va—y Chew u{% %

O(u+u') N o(u+u')? N d(u+u') (v+ ') N O(u+u') (w+ w')
ot ox dy 0z

=0, wg. Konti

(390)
(391)
(392)

(393)

(394)

(395)
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xz-Komponente der Navier-Stokes-Gleichung (isotherm, inkompressibel)

51

Du
— =— A
oy Vp +nAu (396)
Mittelung der N.-S.
Du -
-0 A
_ p D Vp+nAu (397)
Da ou’ oWV duw E— E—
- _ 7 A /
P15 o T oy P Vip+p') +nAu+u) (398)
(Du  ou’ oV oW _ _
— _ = / 7 /
L J =0 =
Da  ou? vy ddw | _ _
"1 o1t aa 9 P = —Vp+nAu (400)
Reynolds- Averaged-Navier-Stokes (RANS) Gleichungen:
Du op (0?0  0%u  O*u ouwu  ouwv  ouw
i — 401
"Dt 8x+n _8x2+8y2 +822 P 0z Jy 0z (401)
Do op (020 0%v 0% ov'u v v
— = £ s |- 402
"Dt 8y+77 _8x2+0y2+6z2} [ Ox * oy 0z } (402)
Dw _  9p n (0?0 O*w  O*w _|ow'd | dw' | Ow'w 403)
PDr = Ta: Mo T T 02| P | o By 82
Werden die Komponenten des Spannungstensors
Tig = T~ PUU (404)
= —pdij +2ney — puju (inkompressibel) (405)
z.B.
ou -
Toz —p+2 n% —puu (406)
ou  0v —
. . _ !yl 4
in die Cauchy’schen Bewegungsgleichung
Du [OTpe  OTys  OTaz|
P~ + x
Dt | Ox oy 0z
(0T 0Ty 0Ty | -
| Ox oy i 9z |
-aTacz aTyz aTzz -
P 408
| Ox Jy * 0z } ‘ (408)
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eingesetzt, so ergibt dies ebenfalls die Gleichungen (401) bis (403).Deshalb bezeich-
net man die Komponenten des Spannungstensors (404) als turbulente Spannungen,
wobei die Grofle —pw als turbulente Scheinspannungen oder Reynolds-
spannungen bezeichnet werden.

Der Spannungstensor:

(mit @, = 0u/0x usw.)

Tox Tyz Tex p 00
Toy Tyy Tay = —10 p O
Tez Tyz Tzz 00 ﬁ
2U, Uy + Uy U+,

+n| v, +a, 20, U, +w,
Wy + U, Wy +0, 2w,

uu  uv uw’

—p | v WV VW (409)

w'u  wv ww!

Zusétzliche Spannungen, die nicht mit Hilfe von Gleichungen aufgeldst werden kon-
nen. Neben den vier Variablen u, v, w, p sind die sechs Reynoldsspannungen eben-
falls unbekannte Variablen. Es sind aber nur vier Gleichungen (3 Komponenten
der Navier-Stokesschen Gleichungen und die Kontinuitétsgleichung) vorhanden. -
> Schliefungsproblem des Gleichungssystems (Mehr Variablen als Gleichungen).
Schlieflen des Gleichungssystems z.B. mit Hilfe halb-empirischer Turbulenzmodelle
moglich.

Fiir den Term der Reynolds’schen Spannungen gilt: 0 pw; w,; /0 x; gilt:

7.3 Turbulente Mafle

Korrelation

u; (g, 1) Wiz + 1, t + 7)

Rz] (xkn t? Tk, T) (41())

\/u; (zr, )2 ) (o + 11 t + 7)2
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mit
R;; = Korrelation zweier Ereignisse ¢ und j
r, = Ort
t = zeitlicher Abstand
r, = Entfernung des zweiten Ortes (Abstand)
7 = Verzugszeit
Autokorrelation:
r — 0;
Autokorrelation oder (411)
T — 0.
Ry; — 0 { T (412)
T — 00.
integrales Lingenmafl =~ Durchmesser eines Turbulenzballens:
L(f,t):/Rll(f,t7T,0>dT (413)
0
integrales Zeitmaf3:
T(f,t):/Rn(f,t,O,T)dT (414)
0

Experimentell wird die Langenskala [; mit einer zeitgleichen Messung an zwei ver-
schieden Punkten bestimmt. Ein Messpunkt ist dabei ortsfest und der zweite Mes-
spunkt wird relativ zum ersten in Stromungsrichtung bewegt. Anschliefend wer-
den mit einer Kreuzkorrelation die Messwerte an dem ortsfesten Messpunkt mit
den Messwerten des beweglichen Messpunktes verglichen. Wird die Kreuzkorrelati-
on gleich null, d.h. die Messwerte an den beiden Raumpunkten sind sich nicht mehr
ahnlich, so ist der Abstand zwischen den beiden Messpunkten die integrale turbu-
lente Léangenskala.

Die integrale turbulente Léngenskala kann aber auch mit einer Messung an einem
Punkt bestimmt werden.

Hierzu wird die Autokorrelationsfunktion R(7) mit den lokalen Schwankungsgrofien
gebildet, d.h. eine Messung zur Zeit t = 0 wird solange mit Messungen ¢ > 0 vergli-
chen, bis die Autokorrelationsfunktion gleich null ist und mit R(0) normiert.

Aus der Autokorrelationsfunktion wird die turbulente Zeitskala 7 bestimmt. Zur Be-
stimmung der integralen turbulenten Langenskala wird die turbulente Zeitskala nach
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Gleichung (414) mit der mittleren Geschwindigkeit am Messpunkt multipliziert

ly = = uz/ R(T)dT. (415)
0
Wirbelzerfall
p(i-Vi) = nV2i (416)
— % v* =k 1 V*2—*> (417>
U TR oo U

Mit dem Wirbelzerfall nimmt die Abmessung des Wirbels ab — Re nimmt ab —
Reibung wird dominanter — Dissipation der kleinen Wirbel Energiekaskade:
grofle Wirbel—kleine Wirbel—kleinste Wirbel— Gleichgewicht zwischen Energiezu-
fuhr (kin.Energie) und Dissipation

Kolmogorov’sche Gleichgewichtstheorie:

Kolmogorov’s Hypothese lokaler Isotropie: Bei ausreichend hoher Reynolds-
Zahl sind die turbulenten Bewegungen der kleinen Wirbel ( | << ly) statistisch
isotrop.

Kolmogorov’s erste Ahnlichkeits-Hypothese: In jeder turbulenten Stromung
bei ausreichend hohen Reynolds-Zahlen hat die Statistik der kleinskaligen Bewegun-
gen (I < lgr) eine universelle Form, die nur von der Dissipationsrate (¢) und der
kinematischen Viskositét (v) abhéingt.

Kolmogorov’s zweite Ahnlichkeits-Hypothese: In jeder turbulenten Stromung
bei ausreichend hohen Reynolds-Zahlen hat die Statistik der kleinskaligen Bewegun-
gen (Ip; < | < lgs) eine universelle Form, die alleine von der Dissipationsrate (e)
abhéngt.

Die spezifische Dissipation ist

) {m_T (418)

kg (3)° _ m?
s/ — 419
kg s 53 (419)
Kolmogorov’sche Gleichgewichts-Grofle sind die kleinsten Abmessungen in der Wir-
belkaskade

1

3\ 2
KLS = (V—) Léangenskala (kleinere Wirbel dissipieren sofort) (420)
€
KzZS = <K> *  Zeitskala (421)
€

KGS = (v, e)i Geschwindigkeitskala (422)



7.4 Prandtl’scher Mischungsweg

po _ KLS KGS _ <u_3)i ol _ whi _
1% € 14 v
7.4 Prandtl’scher Mischungsweg
Dissipation = Rate (turb. kin. Energie/Masse)
u/3
“T T
3
KLS _ (u/l\"*
l - v
KZ5 _ (ul\
Uy ~ \v
KGS _ (u1\*
u - v
2
T = X2
u
W1 w(TI)I
1% N 14
u L
RGL = U_
1%

Mit zunehmender T.I. nehmen die Kolmogorov-Skalen ab.

o , —— _du; 9P 0%u;  Opujuj
ozx; (puiuj) + P ozx; Oy o 0z Oz
—pu'v = AZ—Z

A
¢, = — Wirbelviskositat
p

Die Betrachtung der turbulenten Scherspannung eines Wirbels

_\ 2
T = —puv = p(Z—Z) 12

55

(423)

(424)

(425)

(426)

(427)

(428)
(429)

(430)

(431)

(432)

(433)

(434)

liefert den Prandtl’schen Mischungswegansatz, mit [ als Prandtl’scher Mischungs-

weg.

(435)
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Ansatz: [ =k y
du| du
= —pu'v = pl2 d_y d_y
Tmol = n@
mol dy
Aus den Gleichungen (436) und (437) folgt
T = + pl? duj) du
du| |du
= k)2 |=—| [==
{'rz+ p(ky) iy Liy
Turbulente Viskositét
p(@-Vi) = —Vp +nVi
Schergeschwindigkeit :
u o @
T - ydy
= L —lny +
- ny + c
u 1 Inyu,
— = = B
Ur k v
1w
¢ + E
1
ut = —Inyt + B
k
ut = yt
1
ut = z Inyt + B

0< y*t < 5 molekularer Transport dominiert
5< yt < 30 Ubergangsbereich

yT <30 turbulenter Transport dominiert

(436)

(437)

(438)

(439)

(440)
(441)

(442)

(443)

(444)

(445)
(446)
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8 Materialgesetze

Dissipation = Energiegleichung
1. Hauptsatz.

D . .
Z(K+E) =W+0 (447)
Dt
e K — Kin. Energie
e F — innere Energie
o W — Arbeit
e () — Wirme
D Ui U;
o[ o war
v S—~— innere Energie
kin.Energie
\% S S
~ ~~ d — —
Volumenzufuhr von Arbeit Oberflachenzufuhr von Arbeit Wirme iiber Oberfliche

Spannungstensor + Gaufi’scher Satz + Dm/Dt = 0

///{th[ 3 o] - ok axJ-(TJ“Haxi} (449)
v
Integrand stetig und Volumen beliebig
D u; De Ti; 0 u; d qi
P — = pkiw i i — o 450
Definition : h = e+ £ (= u + pv Themodyn.)
Impulssatz:
Du 0T;
L= pk; /! 451
P o7 =7 7, (451)
D ru;uy op 0 d q;
P L3 gi Tkt g (Biw) = 5 (452)
mit

Tji = —poj + By (453)
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De . Tjif)ui 1 an

Dt pa_xj p O0x;

Die Anderung der innere Energie steht im Zusammenhang mit Schubspannungen

(454)

und Warmestromen.

de = 0w + dq (455)
De

— = dw + §g 4
Dy W+ 0q (456)
ow = —;axi + ;P@'j €ij (457)

0w ist die Deformationsarbeit pro Zeit und Masse
o — % % = Durch Druck ausgeiibte Arbeit
) %.Pij ei; = Reibleistung

Kontinuitatsgleichung:

Dp 0wy
_ =0 458
Reversibler Teil: 5 D D
b o, b P v
_£ - = _ 5= 459
p O0x; p? Dt LY (459)
Irreversibler Teil: ] 1
- -Pz'j € = — 0] (460)
P P
Deformationsarbeit, (einschl. irreversiblem Teil) pro Zeit und Volumen
Do P
= 0w = —p— + — 461
W Ppi T (461)
e & : Dissipationsfunktion
Bilanzsétze
1. Kontinuitét 5 5
p
ZF ) =0 462
5 5 (ow) (462)
2.Impuls
Du oT;
L= pk; It 463
Py =P 7z, (463)
3.Drehimpuls
Tz’j = sz' (464>
4.Energie
De 0 u; dq;

20 g g 465
th TJ@xj 8!@ ( )
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Materialeigenschaften
1. Abhéangigkeit

p=ppT) (466)

2.Abhéngigkeit
Tij (467)

3.Abhéngigkeit
givonp, T (468)

1. Dichte

e Ideales Gas : pv = RT bzw. p = p/RT
e Reales Gas : pv = zRT mit dem Realgasfaktor z = z(p/pit, T/T Prrit)

2. Spannungstensor 7;;
Einfache Fliissigkeit : 7;; ist abhéngig von

e Deformationsgradient

e isotrope Materialeigenschaften

Ti; = —P0ij + AN ewp i + 2ney; (469)

linear abhéngig von thermodynamischen Gréflen und Stromungsgréfien

T=(—p+ \NV-@)I + 29E (470)

=P(Reibspannungstensor)

_ 1 2
P+p:§7'u‘+p:6n‘ ()\*+§77) (471)
—_———
np =0

e np = 0= Druckzihigkeit: Stokes’sche Hypothese

= ¢ = Pij €ij = A *ekk €ii + 277 €ij €ij (472)

Dynamische Viskositét:
Newton’sche Fluide

— 11 = const.

Toy = —10 d_y (473)
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Nicht-Newton’sche Fluide
— 1 = n|¥| mit der Scherrate

. du
z.B.
(a) Oswald de-Waele Modell
. du|""du
Ty = —M|—| —
! dy| dy
n=mly""

e n > 1 "Scherdickendes” Fluid, dilatant

e n < 1 ”"Scherdiinnendes” Fluid, pseudoelastisch

Mo ¥ <%
0= AL
770<.l> ¥ > %

(¢) Reiner-Philipoff-Modell

du ( 1 )
—_—— = T
Moo —1) Yy
4y \Meo + 56 re7

niedrige Scherrate 3—;‘ -0 n—=mn
hohe Scherrate 3—“ — 00 N — N
)

Zeitabhéngiges Verhalten der Viskositét:
n fallt mit der Zeit  thixotrop
7 steigt mit der Zeit rheopektisch

3. Wirmeleitung:

¢G = —A <= ¢ = —AV T Fourier'sches Gesetz

8$i

(474)

(475)

(476)

(477)

(478)

(479)

(480)
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9 Stromfadentheorie - kompressible Stromung

9.1 Stationidre Stromung

9.1.1 Stromung in Stromrdhren

Stromrohre: Innerhalb der Stromrohre werden die Stromungsgrofien als homogen be-
trachtet. Es findet keine Stromung iiber Stromréhrenwénde statt, Impulstransport
und Wirmetransport sind moglich.(Kein Stofftransport)

Mittelung:

Bei der Mittelung muss die aufzustellende Bilanz beriicksichtigt werden.

/ plu(A)PdA # u2pA (481)

A
o?;# u?

Statt dessen Regel zur Bilanzgerechten Mittelung: VDI 4675 Blatt 1 (Entwurf)
Kontinuitatsgleichung:

L
/8_p ds — puy A1 + pus Ay + //pﬁ-ﬁdA =0 (482)
) Aw
A 1ot zeiliche Komtant
Energiegleichung:
D U; Uj
—t///[ 5 —i—e} pdV — ///uikipdeL//uitidA—//qinidA
1% v A A

(483)
Integration iiber Stromréhre:

L
0 U e Uy 2
/8_ (P— + Pe)AdS = (7 + 61) p1ur Ay + <T + 62) p2ug Ag
0
—p1u1A1 ‘l'pQUQAQ = // UZtZdA—// anZdA (484)

w Aw
wl +—+Q+W—u22+e + B2 (485)
2 p1 prur Ay 2 ? P2
\qh,—/ \T/
1 2
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auch bei Entropiedanderung durch Warmetransport oder Reibung.

Unterschall- und Uberschall-Diffusor bzw. Diise

Annahme:

o5}

e isentrope Stromung — a? = (_i)s

e Kontinuitdt pu A = const.

1du 1dA 1dp
Sl e el | 486
udx + Adzx * pdx (486)
Mit
— = 487
dr dpdzx dp (487)

a?
ergeben sich zusammen mit der reibungsfreien, isentropen Impulsbilanz die Glei-

b _dody , (42) 2

chungen
1 du 1 dA 1 dp du dp
i T T (| A g 488
udx+Adx+a2pdx PUa dz (488)
Kontinuitatsgleichung Eulergleichung
und daraus

1du 1dA u du

z = = 4
uda:+Ada: a?dx (489)
Gleichung (489) lésst sich mit der Definition der Mach-Zahl
u
M= — 49
: (490)
zu Gleichung
1du 1dA
ey T V6 e 491
udz ( ) Adzx (491)

zusammenfassen. Hieraus erkliren sich Diise und Diffusor bei Unterschall und Uber-
schall.

Totalzustand und isentrope Machzahl

Fiir ein ideales Gas gilt fiir den isentropen Fall die Gleichung
p=Cp (192)

Die Druckfunktion ist
P=[| —=(Cx D~ (493)
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mit C' aus einem beliebigen Referenzzustand 71"
C =i (194)

Wird in Gleichung (493) C' mit der Isentropenbezichung (492) ersetzt, ergibt sich

@_m

p
-. 495
dp k—1p (495)

Die Bernoulli-Gleichung ist das Integral der Euler-Gleichung und lautet
2 d
% + / 7]) = const (496)

Wird der Referenzzustand (494) in die Druckfunktion (493) eingesetzt, ergibt sich

(r=1)

K p1 (P "
P(p) = — | = 497
®) H—1p<m> (497)
und mit dieser Druckfunktion ergibt sich die Bernoulli-Gleichung zu
u? K u3 K o
W pvo_ Y, R P12 (498)
2 k—1 pp 2 k—1p \;

Wird hingegen Gleichung (495) in die Bernoulli-Gleichung (496) eingesetzt, ergibt
sich

P const. (499)
p

und daraus

U ot = 2+ ——a, (500)

woraus fiur den Ruhe- oder Totalzustand mit uy = 0

U2
E—f—/{_la = K/_la’tot (50]‘)

wird.

a = VERT und aiy = VK RTiot. (502)

Tiot (atot)2 k—1_,
= = M 1 503
(%) Lo (503)

a

DProt Tiot 1 k—1_ =1
— = M 1 4
:>p (T) (2 +) (504)
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Daraus kann die Gleichung fiir die isentrope Mach-Zahl hergeleitet werden

S [ I

Kritischer Zustand

Die Groflen, die bei M = 1 angetroffen werden, werden als kritische Grofien be-
zeichnet und mit dem Symbol % gekennzeichnet (z.B. p*, T%). Fiir Gase mit k = 1,4
(typisch fiir zweiatomige Gase) ergibt sich das kritische Druckverhéltnis zu

K

P 2\
= = 0,528 506
(5) o (506)

_ __x02 (507)

Um die Beziehung zwischen Mach-Zahl und Fliache zu gewinnen, definieren wir die
Flédche, in der M =1 gilt mit

A= = (508)
p* a*
mit der Kontinuitétsgleichung
m = puld = put A" = pa* A" (509)
und es ergibt sich
A * *k o
A PO Pt (510)
A P U Prot
Zusammen mit der Energiegleichung (500)
2 2 k+1
u+l{_1a u +H_1a — (511)
ergibt sich aus Gleichung (510) das kritische Fliachenverhéltnis
AN L[ e, - (512)
A) M2 |k+1 2
Wiérmezufuhr
uj ui

Annahme
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1. reibungsfrei — Impulsbilanz:
pauz +p2 = prui +p1 = G
2. konstanter Querschnitt — Kontinuitédtsgleichung:
pauy = prup = Ch

3. kalorisch ideales Gas:

K p
h = - =h
1, = Mep)
p Cp Cp
h=ceT, p= L n=%_
PP T R TG ¢, — R

— u?dp = dp

s = S9p+ ¢ In (ﬁ(ﬁ) >
Po \ Po

p = s(p,p)
h = hp,p)

Aus diesen Zusammenhéingen ergibt sich die Rayleigh-Kurve: M (h, s)
Wendepunkt:

uZZ@;M:1:>u2:a2:>a2:(%)
dp ap),
Reibung

Energiegleichung;:

U2

5 th =G

Kontinuitétsgleichung (Querschnitt konstant):

pu = Cy

Aus den Gleichungen (523) und (524) ergibt sich

1 2
_(%) +h = C4
2\p

Die grafische Darstellung dieses Zusammenhangs wird als Fanno-Kurve

h="h(p, p), s=s(p, p)

65

(514)

(515)

(516)

(517)

(518)

(519)

(520)
(521)

(522)

(523)

(524)

(525)

(526)
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bezeichnet.
Fir M =1 gilt mit der Gibbs’schen Relation

d
Tds=dh — <L (527)
P
und mit ds =0 d
dh="-L (528)
P
Es ergibt sich
u? dh u? (8h> (ah) <3p)
p F dp 7y Ip), \9p), 529
dh dp dh dp
2 e PR BP0 2

9.1.2 Gleichung des senkrechten Verdichtungsstofles

Hugoniot-Relation Senkrechte Verdichtungsstofle werden als Diskontinuitét be-
trachtet. Die Gleichungen sind

1. Massenerhaltung :

pl Uy = pg U2 (531)
2. Impulserhaltung :
pruj+pi = paus+po (532)
3. Energieerhaltung :
2 2
?—i-hl = 7+h2 (533)

4. Zustandsgleichung:

k—1

R
p=p(p, h) zB.ideales Gas p=pRT =pc,T—=ph (534)
Cp
Masse + Impuls
D2 —p1
p2—p1=,01uf<1—%)<:>u%=— (535)
2

Masse + Energie

ho — hy = “; [1 - (/%)2] (536)
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Aus Gleichung (535) und Gleichun

P2 — D1

Wird die Gleichung umgeformt ergibt sich die allgemeine Hugoniot-Relation

ho — hy =
2p1

g (536) ergibt sich

-

1 1 1
hy —h1 = 5(p2 — p1) [——l- }

Anderung des Drucks

Ideales Gas A Hugoniot-Relation mit h = %—

K <12_1£> = %(m—m) [%_é]

k—1\p2 m

K (@_@
k—1\p1 m

D2

2 pL P

1+ —

P1

P2

) =G

2k2 (k—1) (g—i- 1)
P1 P1

y4

P2

2k — (k — 1) (%—i—l)

P2

(K—i_l)l)l

(k—1)

y41

Um das Dichteverhéltnis zu berechnen, lasst sich Gleichung (541) umformen:

2 2
@(_ i )+ K P2 _ @(@_1)+<&_1
p1 k—1 k—1p; p1 \P1 D1

@(1_@_ 2K
P1 P k-

P2
(/@4-1)—(&—1);

) -

26 po

(12_1>_ P2
b1 k—1py

. B

2&)
—1
—1

P1 D2

67

(537)

(538)

(539)

(540)

(541)

(542)

(543)

(544)

(545)

(546)
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Grenzwertbetrachtung:

P2 Kk+1

Luft: k=14 lim — =

p2  k+1

Helium: & = 15 lim & =

P2 —
P — 00 pl K 1

2 0opr K—1

(547)

(548)

Aus dieser Grenzwertbetrachtung folgt, dass das Dichteverhéltnis iiber den Stoss

begrenzt ist.

Der Stoss ist nicht isentrop, denn im Stoss laufen irreversible Prozesse ab (Reibung).

Daher erhoht sich die Entropie.
Vergleich mit der Isentropen:

Zusammen mit der Gleichung

a1 =/ kRT, = /@Zﬂ

P1

(549)

(550)

(551)

(552)

(553)
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und der Definition der Machzahl M = u/a ergibt sich fiir das Druckverhéltnis tiber
den Stof

——1
2 _
M= oh _ m (554)
ay D1 P1 P1
kK—p|1—— kl11l——
P1 P2 P2
p2 K+1
P2 Mk 1_191—”_1 (555)
p1 pak +1
1+ —
prk—1
+1 k41
p S I
N==2-51-1 = Mk A Al (556)
P Kk+1
1+1I
Kk—1
k—1 k—1 KkK+1
-1 ) = M? I — -1
= )</<;+1+ ) "e+l k—1 (557)
2K 2
IM—1)°+ (-1 — M*k(II—1 =0 558
( )"+ ( )KJr1 ik ( )/@+1 (558)
) 2K/ 2 .
= (I —1) (1T 1)I€+1(M1 1) =0 (559)
2
m=2 - 14+ = (a2 (560)
h 1

Aus der Gleichung fiir das Druckverhéltnis (560) folgt, dass 22 > 1 nur fiir M; > 1
moglich ist.

Fiir das Dichteverhéltnis erhdlt man durch Gleichsetzen der Gleichungen (542) und
(560)

p2 k—1
) U
12y = o REL (561)
k+1 . k—1 po
k+1p
P2 (k4 1)M?
p1 2+ (k—1)M? (562)

Ebenso lisst sich das Temperaturverhéltnis iiber den Stofl angeben

T _ P2 [26M? — (k — 1)][2 + (k — 1) ME]
Ty p2 p1 (k+1)2M?

. (563)
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Der Grund fiir den Temperaturanstieg ist die Erhaltung der Energie {iber den Stof.
Die Umwandlung von kinetischer Energie durch Reibung in Wérme bewirkt den
Temperaturanstieg.

Aufgrund der Kontinuitét folgt fiir die Machzahl nach dem Stofl M,

AP _ (D) (5= DM 1)

- 564
' p2 po K+ 1+ 26(M2— 1) (564)

Fiir eine Anstrommachzahl M; > 1 gilt immer fiir die Abstrommachzahl M, < 1,
also ein Ubergang von Uberschall zum Unterschall.

Entropieerzeugung:
S9 —8; = c,ln b2 <@) ] (565)
| P1 \P1
- . .
s (n—l)—2+(n+1)
= ¢In|= 2 >0 (566)
b1 P2
(k+1)—+(k—1)
L P1

Die Erhohung des Druckverhiltnisses fithrt zur Erhohung der Reibung / Entropieer-
zeugung und somit zur Erhohung des Temperaturverhéltnisses und damit zu immer
geringerer Verdichtung.
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9.1.3 Schriger Verdichtungsstof3

Die Gleichungen fiir den schrigen Verdichtungsstofl lassen sich in ebener Stromung
aus denen des senkrechten Verdichtungsstofles herleiten, wenn wir die Geschwin-
digkeit vor dem Stofl #; in die Komponenten uy, normal und wuy; tangential zur
StoBfront zerlegen. Fiir die Komponenten gilt dann mit Stofwinkel 6

Uy, = upsSin® (567)
Uy = Uy cos©O (568)

Fiir einen Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit uy; lings des Stofles bewegt,
ist die Anstromung daher senkrecht zum Stof. In seinem Bezugssystem sind daher
die Beziehungen des senkrechten Verdichtungsstofles giiltig.

Beim Ubergang iiber den StoB éndert sich nur die Normalkomponente der Geschwin-
digkeit im Relativsystem, nicht jedoch die Tangentialkomponente. Dies bedeutet,
dass im Absolutsystem die Stromung beim Ubergang umgelenkt wird.

Fiir die Machzahl vor dem Stof gilt

n in©
My, =80 = BT G M. (569)
a a

Die Stolbeziehungen fiir den senkrechten Verdichtungsstofl lauten

D2 K 2

= = 14+2—(M; -1 570
PR P (AT (570)
P2 (k+ 1) M}

L 571
o _ [26M? — (k — 1)][2 + (k — 1) ME] (572)
Tl (/i + 1>2M12

Die Gleichungen fiir den schrigen Verdichtungsstof§ erhélt man, wenn in den Glei-
chungen (570), (571) und (572) M; durch My, = M, sin © ersetzt wird.

D2 R 2 . 9

— = 14+2——(M -1

. + s 1( ;sin“ @ —1) (573)
1 M2 102

p1 2+ (k—1) M} sin”©

T, [26M7 sin®© — (k= D][2 + (v — 1) M7 sin® O] (575)

T (k4 1)2M? sin? ©

Die Machzahl hinter dem Stof§ wird mit uy gebildet, also My = us/as. Da fiir ug, =
ug sin(© — 0) gilt, folgt
My, = t2n W2 sO=0) oo s, (576)

a2 a2
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Somit kann die Machzahl hinter dem Stofl Ms, auch wenn M, kleiner eins ist,
durchaus grofer als eins sein. Die Gleichung fiir den schrigen Verdichtungsstofl kann
aus der Beziehung

k+1+4+(k—1)(MZ—-1)

Mj =
2 K+ 1+ 2k(MZ—1)

(577)

fiir den senkrechten Verdichtungsstof3 hergeleitet werden, wenn wieder M; durch
My, und My durch Ms, ersetzt werden. Die resultierende Gleichung ist

K+ 1+ (k—1)(M?sin?© — 1)
K+ 1+ 2k(M? sin?© — 1)

M3 sin*(© — §) = (578)
Zwischen Umlenkwinkel § und Stofwinkel © lésst sich unter Verwendung der Kon-
tinuitéatsgleichung folgender Zusammenhang herstellen

2 cot O[M?sin* © — 1]

tand = :
o 2+ M?[k+1—2sin? O]

(579)

0 starke Stofe

maximale
Umlenkung

schwache Stafle

2or M1~+CD

or (y=1,4) ]

1 L 1 L L 1 1 L
] 5 ic 15 20 23 30 as 40 45 50 é‘

Abb. 2: Zusammenhang zwischen Stofiwinkel und Umlenkwinkel (aus Spurk: Stro-
mungslehre)
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Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2 dargestellt. Die untere der beiden
Trennlinien teilt die Bereiche, in denen die Machzahl nach dem schrigen Verdich-
tungsstofl My kleiner — oberhalb der Linie — bzw. gréfler — unterhalb der Linie —
als eins ist. Die obere Trennlinie verbindet die Punkte maximaler Umlenkung 0,4,
bei gegebener Anstrommachzahl M;. Es wird nun zwischen starken und schwachen
Verdichtungsstoffen unterschieden.

Starker Verdichtungsstof3
Ein Stofl wird als starker Verdichtungsstofl bezeichnet, wenn der Stofiwinkel
O bei gegebener Machzahl M; grofler als der zur maximalen Umlenkung 6,4,
gehorige StoBwinkel ©,,,, ist. Im Diagramm ist das der Bereich oberhalb der
oberen Trennlinie. Hinter einem starken Stofi herrscht immer Unterschallge-
schwindigkeit My < 1.

Schwacher Verdichtungsstof3
Beim schwachen Verdichtungsstof ist der StoBwinkel © kleiner als der zur ma-
ximalen Umlenkung §,,,, gehorige maximale Stowinkel ©,,,,, d.h. im Dia-
gramm ist das der Bereich unterhalb der oberen Trennlinie. Die Geschwin-
digkeit hinter einem schwachen Stofl kann sowohl im Unterschall- als auch im
Uberschallbereich liegen.

Weiterhin ist zu erkennen, dass fiir Umlenkwinkel kleiner 9,,,, zwei Losungen fiir
den Stowinkel méglich sind. Welche Losung sich einstellt, héngt von den den Rand-
bedingungen weit hinter dem Stof3 ab.
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9.2 Instationire Stromung
9.2.1 Methode der Charakteristiken
Annahmen:

e reibungsfrei

e adiabat

e konstanter Querschnitt

Ausbreitung eines Stofles in einem ruhendem Medium Massenbilanz:

P1ls = Pollo (580)
Mit
U = ug — Uy, Uz = ug — Uy (581)
ergibt sich
1 P1
Uy = Usg (1 - —) . (582)
P2

Hugoniot-Relation:
pr (DM}

- 583
pi 2+ (k— 1M} (583)
2+ (k—1)M?
A 1— s 4
Ul Usg ( CESIE (584)
(k+1)M2 -2 — (k— 1) M?
_— : s 585
o (T %)
2M? — 1 2 1
= g $ = M(1 — 586
Sl re1 @MU 3p) (586)
2 1
— M, — —
L 1 aq < MS) (587)
Annahme: reibungsfrei + adiabat — isentrop (aufler im Stof)
Aus der allgemeinen Zustandsgleichung p = p(p, s) folgt mit D s/Dt =0
Dp dp\ Dp  _,Dp
P ZE) =Z£ = e 588
Dt (3]9)5 Dt " Dt (588)
Bernoulli-Gleichung;:
ou d [u? 1dp
5t 1 b} - 1 (589)
ou ou 10p
ow o o Lop 590
ot + Yor p Ox (590)
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Massenerhaltung:
Dp Ju
— — =0 591
Dt + wr (591)
Entropieerhaltung:
Ds
— =0 592

Massenerhaltung + Entropieerhaltung:

10p wp ou
Wird von dieser Gleichung die Bernoulligleichung (590) addiert bzw. abgezogen,
folgt daraus

ou ou 1 (Op dp
— +ta)—+— = +ta)— | =0 594
8t+(u &)8x+pa (8t+(u a)ax) (594)
Bahn des Beobachters:
d
d—f —uta (595)
Daraus ergibt sich ldngs der Bahn
dr=(u+a)dt (596)
die Gleichung
du 1dp
——__ - 597
dt pa dt (597)
Fiir die Bahn
dr=(u—a)dt (598)
die Gleichung
du 1 dp
D 599
dt pa dt (599)
Auflerdem gilt
Ds o ds=o0 (600)
Dt o
langs
dor =udt, (601)
weil
Ds 0s 0s

Dt ot “or "
gilt. Damit erfolgt eine Aufteilung der 3 Differentialgleichungen (Masse (591), Ber-
noulli (590), Entropie (592)) in 6 gewthnliche Differentialgleichungen (596...601). Es
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sind nun Aussagen entlang der Linien

d
d—f = uta (602)
dzx
— = 603
17 u (603)
moglich. Entlang der Linie (603) ist die Entropie konstant.
d
p=Cp — L = g2 = Oxpr! (604)
dp
Somit folgt letztendlich aus den Gleichungen (597) und (599) die Gleichung
1 a 2 k=1 d 1%
dut+ —dp=dut—-dp=dp=£ Vsl pz—=0 (605)
pa P k—1 p
Durch Integration der erhélt man
2 k=1 2
u+ vVkC pT =u-+ a = constl = 2r, (606)
k—1 k—1
2 r—1 2
u—VkC p2 =u— a = constl = —2s. (607)
k—1 k—1

Die beiden Integrationskonstanten 2r und 2s werden als Riemann’sche Invarianten
bezeichnet.
Als Charakteristiken werden nun die Linien bezeichnet, entlang derer die einfachen

Differentialgleichungen (597, 599) gelost werden konnen.

2
2r = wu(za,0)+ 1a(xA, 0) (608)
= u(l‘o, t()) + o 1&(1’0, to) (609)
beiPzgro,to)

2
—2s = u(xp,0) — 1a(xB, 0) (610)
K‘/ —
2
= U(%O,to) - - 1a<$o,t0) (611)
Addition der beiden Gleichungen fiithrt auf
2r — 2s = 2u(xg, tg) — u(xg,to) =1 — 5 (612)

und Subtraktion auf

(r+s) (613)

K—1
a(xo, to) — a(zo,to) =

2 28 =2
r -+ 2s P 5
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9.2.2 Kolben im Rohr

Randbedingungen:
r=0 t>0 — | (614)
t<0 u=0,a=ay
2
€ = 615
r u+ P (615)
2
—2s = u-— 616
s U= 0 (616)
=su=r—s=0,a=a (617)
d_x —uta i—f =a4 = x = aygt + const’, rechtslaufig (618)
dt % = —a4 = xr = —ayt+ const”, linkslaufig
2
u=r—sA2r=u+ a N —2s=u-— a (619)
K — k—1
1 2 1 2
_ _ 620
" 2(“4%—1“) 2<n—1a4> (620)
Kk—1 k—111 2 1 2
— = - - 21
A a 5 (r+s) i [2<u+ﬁ_1a)+2ﬁ_1a4} (621)
uw und a sind bei P und P’ und auf allen rechtslédufigen Charakteristiken gleich.
r=w+a)t —|ug <u<0 (622)
=u = L + 2 = 2 (623)
CT TR ) T2\ ™
2 x
>u = - — 624
N k+1 (t a4> (624)
k—1lx 2
- = 625
- /£+1t+/<;—1a4 (625)
x = (—|up| + as)t (626)
k—1
a = —— lug| + a4 (627)
k—1
aw = —— |uk| + aq (628)
=ap = as (629)

Charakteristiken

1. Linien, auf denen die Einfachen Differentialgleichungen gelost werden .

2. Physikalisch: Orte der frithsten Druckinformation
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9.3 Stofirohr

Kontinuitatsgleichung:
p1ur = P2als

Hugoniot-Relation:

p4>>p1: Msz

mit a1 = VKRT

Luft: ki = ks =1,4= M, ~6

(k+1)M2

2
— M, —
li—|—1a1(

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird die Membran gebrochen.

K1+ 1lay
114—104

(630)
(631)

(632)

(633)

(634)

(635)

(636)
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