~Systeme mit verteilten Parametern” (SS 2006)
— Lésungen zum Ubungsblatt 1 —

Aufgabe 1.1 Esist eine formale (beschrénkte) Losurfg, t) der Warmeleitungsglei-
chung

U = Duyy, xe[0,n],t>0 D>0
RB: ux(0,t) =0

Ux(m,t) =0
AB: u(x, 0) = sin(x)

zu bestimmen. Dazu sind die Eigenwerte und EigenfunktimearLv = Dvyy mit ho-
mogenemMeumanrRandbedingungen zu bestimmen und auf Orthogonalitatirfepr

81: Es liegt eine homogene partiellefldrentialgleichung zweiter Ordnung vor. Die
Randbedingungen sind ebenfalls homogen.sofortige Anwendung d&eparations-
ansatzes (auch: Produktansatz, Trennung der Verandan)ictvglich

u(x, t) = X(X)T(t)

Andere Anséatze sind ebenfalls denkbar (abhangig vom zu d&rliegenden realen
Problem), z. B. detravelling-waveAnsatzu(x,t) = U(x — Dt) = U(s9).

§2: Einsetzen des Ansatzes in die PDEnit Uy = XT unduy, = X’ T:
XT = DX'T

Diese Gleichung kann man nun formal ,trennen®:

T X"
T = D < = const.=: u
Die beiden Quotienten miussen konstant sein, denn die b&ieiéen sind jeweils nur
von einer Variablen abhéngig. Damit diese Gleichung fie Wertepaarex(t) erfullt
ist, miissen die Ausdriicke ein konstantes Verhéltnis dimnste

Jetzt haben wir das Lésen der PDE auf das Losen von zwei Egyéyiigenvek-
torprobleme ,reduziert. Stellt man die obige Gleichung,@arhalt man namlich zwei
Gleichungen, die die aus der Linearen Algebra bekannte Eores Eigenweftvektor-
ProblemsAx = Ax, haben:

T = uT, DX” = uX

Die Losung der erstegewdhnlichemifferentialgleichung st (t) = C exp(ut). Unsere
Aufgabe ist es nun, die noch unbekannten Grgbaw. X zu bestimmen.

(Genaueres Betrachten d¢rODE zeigt, dass es sich gerade um das in der Auf-
gabenstellung angegebene Eigenwsdttnktions-Problem handelt. Wir werden jetzt
nicht diev-Notation verwenden, sondern direkt mit d&ODE arbeiten und mit dieser
die erforderlichen GréRRen bestimmen. In der Lésung ergii lsein Unterschied, da
es ja einfach nur ein ,Tausch“ in den Bezeichnern ist.)



83: Bestimmung der Eigenwerte (EW) und Eigenfunktionen (EF)

Es handelt sich um eine lineare homogenfddentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Kofizienten. Diese kdnnen mit dem sogenanrieifer-Ansatz®(x) =
exfAx) gelost werden. Eingesetzt ergibt sich

A2 -u/D=0

Diese rein algebraische Gleichung hat Lésungen in Abh&egigonu (man beachte
D > 0!):

0, u=0
A2 = £ 1 u>0

/D,
+i+/—u/D, u<0

Die allgemeine Losung der Berentialgleichung lautet somit

X(X) = C1 exp(1x) + C2 exp(2X)

Die unbestimmten Konstant€h undC, sind mit Hilfe der Randbedingungeé€i(0) =

0 = X'(r) zu ermitteln. Eine einfache Rechnung zeigt, dass 0 nur die trivia-
le LosungX(x) = 0 hervorbringt, die fir unser Problem uninteressant isn Ball

u > 0 kdnnen wir auch verwerfen. ,Scharfes Hinsehen® liefers fiir diesen Fall
unbeschrankte Losungen, denn

tIim T(t) = tIim Cexput) >0 Yu>0

Damit bleibt der Fallu < 0. Hier lasst sich die allgemeine Lésung umformen in
X(X) = Acos+/—u/D) + Bsin(x+/—u/D). Diese Gleichung setzen wir jetzt in die
Randbedingungen ein:

X'(0) = —Ay-u/Dsin(0+~u/D)+ B+~u/Dcos(0y/-u/D)
= By-u/D=0—B=0.

X'(r) = -Ay-u/Dsin(r /-u/D) =0
& sinfr /-u/D) =0
& +-u/Dr=nx

Aus der letzten Zeile ergeben sich die Eigenwerte sofgit= —Dn? mit n € IN
(Achtung: negative Eigenwerte!). Die zum Eigenwgitgehdrige Eigenfunktion ist
cosfix). Wie man sieht, erhalt man nicht nur einen Eigenwert uné é&mgenfunk-
tion sondern abzahlbar unendlich viele. Warum dies so l&tf Ker Satz von Sturm
und Liouville nachlesbar zum Beispiel in Meyberg, Vachenauer: ,Hoheathema-
tik“, Bd. 2, erschienen Springer Verlag. Damit erhalten feslgende Eigenfunktionen
(beachteB, = 0):
Xn(X) = An cosfix)

Damit erhalten wir, wenn wir unser bisheriges Ergebnis im @efangs gemachten
Ansatz einsetzen, fir jedesine Lésungi, der PDE, die auRerdem noch die Randbe-
dingungen erflillt;

Un(X, t) = Cn exp(=Dn?t)A, cosfix) = p, expDn?t) cosfix)

m|t pn = CnAn.



84: Superposition der Ldsung

Da es sich hier um eine lineare PDE handelt, gilt das Supiimusprinzip. Dieses
besagt, dass die Summe vohésungen einer Gleichung — versehen miteliebigen
konstanten Faktoren —wieder eine Losung der GleichunD&st heil3t, wir kbnnen die
Ldsung unserer PDE schreiben als

uxt) = i Pn exp(Dn?t) cosfix)
n=0

§5: Erfillen der Randbedingung

Die Reihenldsungi(x, t) erfiillt bisher nicht die Anfangsbedingung. Uber die unbe-
stimmten (und wéhlbaren) Konstantpp haben wir jedoch die Mdglichkeit, dies zu
erreichen. Dazu setzen wir die Reihe in die Anfangsbediggim

u(x,0) = i Pn cOS1X) exp(-Dn?0) = i pn cOsShiX) < sin(x)
n=0 n=0

Wir sehen hier, dass die unendliche Summe der Eigenfurdtiaoum rein ortlichen
Problem genau die Anfangsbedingungen ergeben' &4 kann man dies bewerk-
stelligen? Erinnern wir uns: Nadfourier lasst sich jedel -periodische Funktion in
eine Reihe von cos- und sin-Termen von der Form

d(X) = ap/2 + Z an cosfiwx) + by, sin(hwx)
n=1

entwickeln (v = 27/T). Die Bestimmungsgleichungen fir dig undb,, lauten:

T T
an = % fqb(x) cospwx)dx, b= % fqb(x) sin(nwx) dx
0 0

Die Idee ist nun, die Anfangsbedingung in eine solche Rethergwickeln und
dann durch einen einfachen Kiéieientenvergleich di@, zu bestimmen. Ein Problem
gibt es aber doch noch: Die Reihe soll ausschlie3lich cosy@enthalten, misste da-
her also eine gerade Funktion sein. Die sin-Funktion isbgadeine ungerade Funkti-
on — die Fourier-Entwicklung enthalt daher auch sin-Terde den Kodizientenver-
gleich unméglich machen wirden.

Diese Problem Iésen wir, in dem wir die Anfangsfunktion aunkalb von [0r]
gerade fortsetzen. Diese Fortsetzung muss folgende Bautyen erfilllen: (a) sie muss
T = 2x-periodisch sein, (b) sie muss identisch g)rifn betrachteten Intervall sein.

Eine Funktion, die dies erfullt isE(x) = |sin(x)|. Eingesetzt in die Ka@zien-
tenformeln erhélt manb, = 0 (da gerade Funktion) uray = 4/x, a, = —4/(3n),

IFir Interessierte: Warum diese sperrige Formulierung? lljefeinen sind die Eigenfunktionen nicht
einfache sin- oder cos-Funktionen, der Losungsansathtkdeier der gleiche: Man versucht die Anfangs-
bedingung durch eine unendliche Reihe der Eigenfunktiateaustellen. Wann dies gelingt, ist ibar-
stellungssatz von Fischer-Rieazgegeben, nachlesbar z. B. in Burg, Haf, Wille: ,Hoherehdatatik fur
Ingenieure” , Band 5, erschienen bei B. G. Teubner.

In unserem Fall bedeutet dies, dass man die sin-Funktiaeials cos-Reihe darzustellen hat. Dies gelingt
mit dem im Lp-Funktionenraum definierten Skalarprodukt und der Tatsadbss die cos§)-Funktionen
paarweise orthogonal zueinander stehen. Mit diesem |assledann dig, bestimmen.



as = —4/(157), ..., am = —4/((4n? — 1)7). Die ungeraden Indizes verschwinden. Der
Koeftizientenvergleich ergild, = ppn; die Losung lasst sich damit angeben als

2 4 1
,t=———§— —4n?Dt h
u(x, t) il yroa] exp(4n-Dt) cos(x)

Hier wurde noch ein wenig an der Indizierung ,herumgeshigttdexverschiebung
n — 2n), um die Reihe in der gewohnten Form angeben zu kénnen (&iamt= 1).
Ansonsten hatte man noch den Zusatgerade” an der Reihe anbringen missen.

Damit haben wir eine formale Losung der Warmeleitungsbleng bestimmt. Es bleibt
zu Uberprifen, ob die angegebene Reihe konvergiert bzwddieng auch eine Lésung
des zu Grunde liegenden praktischen Problemes ist.

Aufgabe 1.2 Diese Aufgabe ist von der Lésungsstrategie her identis¢tAnofgabe
1.1. Mit dem Ansatai(x, t) = X(X)T (t) erhalt man die beiden Gleichungen

T=cuT X' =uX

zur Bestimmung der Eigenwerte und -funktionen. Wir wiss#asgs sich fir das Pro-
blemX” = uX nur relevante Lésungen fiir< 0 ergeben:

T(t) AcosC+/—ut) + Bsincy-ut)
X(X) = Ccos(v—ux) + Dsin(v/—ux)

Durch Einsetzen voiX(x) in die Randbedingungen erhalt man= —n? (n € IN)
und damit

un(x, t) = [An cosent) + By sin(cnt)] Dy, sin(hX)
Da es sich hier ebenfalls um eine lineare PDE handelt, g8liSlgperpositionsprinzip:

u(x,t) = Z [An cosent) + By sincnt)] sin(nx)

n=0

mit A}, = An/Dn undB;, = B,/Dy. Diese beiden Konstanten kénnen durch die Anfangs-
bedingung bestimmt werden (wieder Kbeientenvergleich mit Fourier-Reihenent-
wicklung). Diesmal hat man aber in eine reine sin-Reihe zwiekeln, d. h. die Funk-
tionen missen ggf. ungerade fortgesetzt werden.

Beim Einsetzen in die zweite Anfangsbedingungann unter bestimmten Voraus-
setzungen die Reihe gliedweisdfdrenziert werden (u. a. gleichmafige Konvergenz).
Es ergibt sich in den Fallen (a) und (b) jewes= 0 ausg(x) = 0. Fur die Kodfizien-
ten A, die sich aus deh, der oben eingefiihrten Fourierentwicklung ergeben, erhélt
man:

(a) A, =... Selbststudium!
O A=l

Die LOsung lautet also:
u(x,t) = Z A, cosnt) sin(nx)
n=1

mit den gerade berechneten KbEentenA;, eingesetzt.



Aufgabe 1.3 Wir untersuchen das folgende Randwertproblem:

V' +av=0
RB: av(0)+av(0)=0
biv(1)+ bv'(1)=0

mit a;b, — axb; # 0.

a) (1 = 0) Die Lésung der linearen homogeneniBrentialgleichung ist(x) =
Ax+ B. AundB lassen sich durch Einsetzen in die Randbedingungen bestimm
a1V(O) + az\/(O)
byv(1) + bav' (1)

aB+a,A=0
b1A+blB+ b2A= 0

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir A und B:

2|15

Dieses hat genau dann nichttriviale Lésungen, wenn dierBétante der Koffizien-
tenmatrix verschwindet.

a a1
bl + b2 bl

b) (1= +u?#0) Durch Einsetzen der angegebenen Lésung in die Randheding
gen, Umordnung der Terme (analog zu (a)), erhélt man daarén@leichungssystem
au a Al [0
5 |=

byS(u) + bouc()  bac() F bous() 0

Nichttriviale Losungen erhéalt man, wenn die DeterminameMatrix verschwindet:

0 = ayu(bic(u) ¥ bous(u)) — ai(bS(u) + bauc(u)
(—auby ¥ agbou®)s(u) = (awbou — axby)c(u)
—t(/.l) albzl.l - agb]_y

al b]_ + azbgl.lz

Die letzte Zeile ist genau die geforderte Bedingung.

Das Zeichnen der einzelnen Kurven bleibt/dem Interessierten Uberlassen. Aus
den Abbildungen soll mitgenommen werden: (1) Eigenwertd gienau die Schnitt-
punkte der beiden Kurven; (2) die Ausdrucke fir diese kérbediebig schwierig sein;
(3) die Eigenwerte kdnnen oftmals nur ndherungsweiserbesgtiverden (fur grof3e
lasst sich in einigen Fallen eine Naherungsforméh) angeben).
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