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1. Aufgabe — Allgemeines (16,5 P)
1.1 Warum nutzt man die Tensornotation? (1 P)
Antw.: Um komplexe Ausdriicke kompakt darzustellen, z.B. Einstein'sche Summenkonvention.

1.2 Welche der folgenden Gleichungen enthalten Fehler, welche nicht? Begriinde Deine Antwort! (3 P)

Ab=C, ()

a;+B,;c,+d,=0 (i)

(%k(ak+bj)+cjk=o|jk (i)
Antw.:

(i) Die Multiplikation auf der linken Seite liefert einen Tensor erster Stufe, auf der rechten Seite steht ein

Tensor zweiter Stufe. Es kbnnen nur Tensoren gleicher Stufe addiert werden.

(ii) Die beiden ersten Terme sind Tensoren erster Stufe, kdbnnen also addiert werden. Der dritte Term ist ein
Tensor nullter Stufe, da Uber k summiert wird, kann also nicht mit der Summe aus Term 1 und 2 additiv
verknipft werden.

(iii) Der Differentialoperator auf der linken Seite wirkt auf ax als Divergenz, auf bj als Gradient. Es entstehen
also aus den Tensoren erster Stufe ax, bj Tensoren nullter und zweiter Stufe. Diese kdnnen nicht miteinander
addiert werden. Die anderen beiden Terme kdnnen mit dem Gradienten von b; addiert werden.



1.3 Gib die Operatoren fur Divergenz und Gradient an, die auf den Tensor ax wirken (indizierte
Tensornotation). Nenne jeweils ein Beispiel fiir eine Bilanzgleichung, in der diese Operatoren vorkommen! (4
P)

Antw.:
. . 0a, . . : 0
-Divergenz: Kk | z.B.in der partiellen Massenbilanz _(P[x V, 0()
02, 0z, ’
-Gradient: @ , 2.B. in Energiebilanz in subs. Form (S. 10) %
0Z; 0Zy

1.4 Schreibe die folgende Gleichung voll aus! (1,5 P)

o o -

a_tj=_§_zk(¢ivk+YJk)! ], k=12
Antw.

o¢ 0 5

atl =—6_Zl(¢1V1+Y11)_a_Zz(d)lV2+ 3/12)

op 0 5

6t2= _8_21 (¢2V1+ yzl)_a_zz(d)zvz—{— Yzz)

1.5 Nenne zwei Beispiele fur mehrphasige Systeme in der Verfahrenstechnik! (1 P)

Antw.: Kiristallisation (S/L), Destillation (G/L), Blasensaulenreaktor (G/L), Féllung (S/L), Chemical Vapor
Deposition (G/S).

1.6 Gib die Definitionsgleichung fiir die Massenschwerpunktsgeschwindigkeit v fir ein System aus N

Komponenten an! Zeige, dass die Summe aller Diffusionsstrome verschwindet. (2,5 P)

Antw.: Die Definitionsgleichung fir die Massenschwerpunktsgeschwindigkeit lautet:

N .
pvk=2a=lptka,¢x ' (I)

wobei w, der Massenanteil der Komponente a ist. Die Diffusionsstromdichte der Komponente a ist gegeben
durch

jk,a=Pa(Vk,a_Vk)

Summation uber ji, o und einsetzen der Gleichung (i), sowie p=Z.0q liefert:

Z:=1 jk ,u=zz=1 pa(vk ,a_vk)

=Z:=1 plka ,a_vk Z:=1 plX



=Z:=1 plka ,a_vk Z:=1 plX

=pV,—V,p=0

1.7 Wie lautet der allgemeine Quellen- und Senkenterm o, der Massenbilanz fiir ein Reaktionsnetzwerk?

Geben Sie die Einheiten der auftretenden GréRen an! (2 P)
Antw.: _ R
aa—MaZFlva’er

Die Einheiten sind
[04] = kg/m¥/s
[M¢] = kg/mol
Vel =[]

[ri] = mol/m?/s
1.8 Welches Zustandsfeld kann man aus der Impulsbilanz gewinnen? (0,5 P)
Antw.: Das Geschwindigkeitsfeld.
1.9 Welche Grol3en werden mit konstitutiven Gleichungen verkniipft? (1 P)

Antw.: FlussgréfRen (z.B. Diffusionsstromdichte, Warmestromdichte) werden mit Zustandsgrof3en verknipft

(z.B. Konzentration, Temperatur).

2. Aufgabe — Bilanzierung (23,5 P)

2.1 Gib die allgemeine Struktur einer Bilanzgleichung an! (1,5 P)

Antw.: Akkumulation = Zu-/Abflu + Quellen/Senken.

2.2 Welche Grol3en kénnen bilanziert werden, welche nicht? Nenne Beispiele! (2 P)

Antw.: Bilanziert werden kénnen extensive ZustandsgréRen, z.B. Masse und Energie (Erhaltungsgréf3en)
aber auch Volumen, Enthalpie (Nichterhaltungsgréf3en). Bilanzierbare Gréf3en missen zahlbar sein! Nicht
bilanziert werden kdnnen intensive ZustandsgréRen wie z.B. Temperatur und Konzentration.

2.3 Uberfilhre die partielle Massenbilanz in lokaler Formulierung in folgende Differentialgleichung zur
Bestimmung des Molenbruchs der Komponente a (lokale Formulierung):
axo(_ 6Xo< 1 ajk,a_i_ﬂ

——=—CV, ——
Lot tkoz, M oz, M

c

Die gesuchte Differentialgleichung soll keine Zeit- und Ortsableitung der totalen Konzentration c; enthalten.
Die molare Masse st fur alle Komponenten gleich: M=M ~=M 8 . Kommentiere die

Umformungsschritte so, dass sie nachvollziehbar sind! Beachte, dass keine Annahmen selbst getroffen

werden durfen. (4 P)



Antw.:

Ausgangspunkt ist die Komponentenmassenbilanz in lokaler Formulierung

0 :
apta=_aizk(pavk+ o) t0s

Wegen M=M_ =M s ist X,=C,/¢,=p./p .Einsetzen und ausdifferenzieren liefert

8X(x ap 6 axa ajko(
X =X = (p V) oV,
TR X“azk(pvk) PVaz. " oz, e
0 X, dp 0O 00Xy Olya

+Xo| = (p V) |m—p Vot
Pt "7\ ot azk(p k)) Pz, oz "

Der zweite Term auf der linken Seite fliegt raus, weil innerhalb der Klammer die Gesamtmassenbilanz steht.

Mit den Annahmen erhélt man p =cC, M . Dies eingesetzt ergibt die gewiinschte Form:

C%__CV axa_iajk,o(_‘_ﬂ
Yot Ykoz, M bz, M

2.4 Uberfiihre die Bilanz der Gesamtenergie

0

a 1
a_t(Pe)=_a_zk(Per+ PyV;+q k)+z P FiaVia

in die substantielle Form

de_ 0 '
p(ﬁ=_a(Pkal+q k)+; Py f j,txvj,o(

und diese wiederum in die Bilanz fir die innere Energie

du _ vy 0Q'y
p =" FTika,
dt 0z, 02

+Z fk,D( jk,(x ' (8 P)
Lésungshinweis : (a) Um die Bilanz der Gesamtenergie in die substantielle Form zu Uberfihren sollte die
Gesamtmassenbilanz in substantieller Formulierung genutzt werden. (b) Die Gesamtenergie ist die Summe

aus innerer und kinetischer Energie: e=u+ 1/2v? . (¢) Aus der Impulsbilanz in substantieller Form (siehe

Vorlesung) erhalt man durch skalare Multiplikation mit der Geschwindigkeit vj einen Ausdruck fir

1/2pdv;/dt .Beachte, dass dvi/dt=2v,dv;/dt
Antwort :

- Ausgangspunkt ist die Bilanz der Gesamtenergie in lokaler Formulierung

0 0 .
E(pe)=—6—2k(pevk+ PiVi+a' )+ 2. 0u TV a

- Anwenden der Produktregel auf den ersten Term der rechten Seite der Gleichung und umordnen der



ot

. d_o, 0
Anwenden der Operatorgleichung at ot +Vy oz,
d avk 0 ,
E( el= —pe 8Zk _azk(ij"‘q k)+§pafj,zxvj,zx

Anwenden der Produktregel

de dp_ v & .
Pat et P57, azk(ij+q k)+za:p“f’”“vi'“

. . . . d ov
Einsetzen der Gesamtmassenbilanz in substantieller Form —p=—p d

at 5z, liefert

de 6Vk 6Vk 0

E_p 8Zk =re aZk aZk(ij—i_qlk)—i_%pafj’avj'a

Es ergibt sich die Bilanz der Gesamtenergie in substantieller Formulierung

de 0 .
Par =57 k(ijvj+q k)+§:pmijavjy(X

: : 1 R ,
Einsetzen der Gleichung e=u+Evj2 in die Bilanz der Gesamtenergie

2
d (u+1v) du_pdvi_ o

Pac\" 2V Pat T2dt | oz,

n (ijVj“‘Q'k)“‘Za: PtV

Umsortieren der Terme liefert eine Gleichung fur die innere Energie

2
p—=__;_aT(ijvj+qlk)+z po‘fj,lxvj,u
k (24

2
Der Ausdruck %% kann folgendermaf3en umgeschrieben werden

dv d dv, dv, dv;
pdVi_pd (., =2fy Vi
XTI (V‘dt Vigr ) PViat

Einsetzen in die Gleichung fiir die innere Energie

du dv;, ¢ ,
Pt —pV gt _(E(ijvj—i_q k)+§pufj,uvj,zx

dv,
Um einen Ausdruck fur den Term  pv;, i gt —L zu erhalten, wird die Impulsbilanz in substantieller

Formulierung mit vi multipliziert.
dv,
jk
Vg Vi

Einsetzen in die Gleichung fiir die innere Energie



du oP
Pat — ‘az

(ijv +q k)+z .Dtx j, zx jx
- Anwenden der Produktregel auf den 3. Term der rechten Seite der Gleichung und umsortieren

du oP oP oV, aqk
dt Vlazkj _Vlazkl _P]kaT:( Zpo{ lo<+zpo< jo( jx

« Zusammenfassen der Summen

du avj aqlk
Pat=Praz oz, T2 eplia V)

«  Mit der Diffusionsstromdichte  j; ,=p,[V;.—V;) erhalt man die Bilanz fur die innere Energie:

du an aqlk .
Pat — ij@zk 0z, A

2.5 Gegeben ist eine eindimensionale partielle Stoffmengenbilanz in Konzentrationsform. Der
Diffusionskoeffizient (D) und die Geschwindigkeit (v) sind ortsunabhéngig.

2.5.1 Erlautere die Bedeutung der einzelnen Terme! (2 P)
Antw.

1. Term auf der linken Seite:  Akkumulation

1. Term auf der rechten Seite: Diffusion

2. Term auf der rechten Seite: Konvektion

3. Term auf der rechten Seite: Quelle/Senke durch chemische Reaktion

2.5.2 Wie viele Anfangsbedingungen und wie viele Randbedingungen sind zur Ldsung der Gleichung
notwendig? Begrinde die Antwort! (1 P)

Antw.: Es ist eine Anfangsbedingung erforderlich, da die DGL 1. Ordnung in der Zeit ist. Zwei
Randbedingungen werden bendtigt, da die DGL 2. Ordnung im Ort ist.

2.5.3 Diskretisiere die partielle Differentialgleichungen in der Ortskoordinate unter Verwendung der der
Finite-Volumen-Methode fiir ein mittleres Volumenelement. Benenne die fiir die Diskretisierung der
einzelnen Terme notwendigen Annahmen und Rechenregeln. Verwende ein aquidistantes Gitter und fertige

eine beschriftete Skizze an. (5 P)

Antw.: Die Diskretisierung des raumlichen Gebietes in finite Kontrollvolumen erfolgt analog zu der

gegebenen Skizze.



Cu,l Ca,i—l Cu,i Cu,i+1 Ca,n
[} ® ® L] [ ]
I I I
_ | | | _
Zl ZZ Zl—l : Zi : Zi+l : Zi+2 Zn Zn+1
' oz, | &z !
Zm,i—l Zm,i Zm,i+1

Die Integration der Gleichung

2
6_C= Dac — Va_c_ r(c)
ot 0z? 0z

Uber ein beliebiges inneres Kontrollvolumen [zi, zi+1] liefert folgende Gleichung.

foc . Ltk “oc o
Hdz = D{;dz v{a—zdz {r(c)dz

Term 1 Term 2 Term 3 Term 4

Beachte, dass der Diffusionskoeffizient und die Schwerpunktsgeschwindigkeit unabhangig von Ort und Zeit

sind. Wir werten nun die Integrale (Term 1 bis 4) fur ein inneres Kontrollvolumen aus. Es gelten folgende
Abkurzungen:

1. Integration und Differentiation kénnen vertauscht werden, da die Integration Uber ein ortsfestes
Intervall [zi, zi+1] ausgefihrt wird (folgt aus Leibniz Regel).

2. Profilannahme: c(z,t) ist konstant im Intervall [zi, zi+1] und hat den Wert ci(t).

3. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

4. Upwind Schema, d.h. c(t)|z‘=ci,l(t)

5. Profilannahme fiir inneres Kontrollvolumen: c(z,t) ist stiickweise linear im Intervall [zm,, Zm,i+1].
6. Aguidistantes Gitter: Azi=dzi=Az=const.

Auswertung Term 1:

. d _ dg dc,
Z‘Edz_d_! {dz— thzi—WAz

Auswertung Term 2:

“otc 3. oc[™_ _[oc oc| |5 ~Cis1=C C—Ciye _ C—2C+Ci
D! ﬁdz - D[a_z]z _D(E oz )_ 5z, 5z, , =D Az
Auswertung Term 3:
oc 7, +4.
fa— vicl = v(cl,,—cl) "= vic—c
Z;

Auswertung Term 4:



Durch Zusammenfassen der einzelnen Terme und Division durch Az erhdlt man eine gewdhnliche

Differentialgleichung fir ein beliebiges, mittleres Kontrollvolumen.

dc, Ci.1—2C+C; Ci_1—C
i § = D i+1 i i—-1 + i—1 [ rlc.
dt AZZ v AZ ( I)

3. Aufgabe — Warmdubertrager (11,5 P)

Es sollen die Temperaturfelder Ti(z,t), T»(z,t) eines Gleichstromwarmeubertragers bestimmt werden (siehe
Skizze). Es kann vereinfachend davon ausgegangen werden, dass (a) die Stromungsgeschwindigkeiten der
beiden Fluide konstant sind, (b) der Druck konstant ist, (¢) Warmeleitung in den Fluiden vernachlassigt
werden kann, (d) die Warmeibertragerwand sehr diinn ist (kann damit als speicherlos betrachtet werden)

und (e) der Apparat keine Energie an die Umgebung verliert.

F1, T ein _= - - Tl,aus
I
. R
Fo, T2ein [~ > - Tz,aus
a
|
}—» VA

3.1 Gehe zunachst von der Enthalpiebilanz fur Fluid 1 aus (substantielle Formulierung, ortlich 1-
dimensional). Benenne die Bedeutung der einzelnen Terme und streiche diejenigen, die im vorliegenden Fall

vernachlassigt werden kdénnen (mit Begriindung). (3 P)
Antw.:

« Ausgangspunkt ist die Enthalpiebilanz in substantieller Formulierung:

dh dp_ 9q, . oV,
———=E=_—ky M f —Ty =+
Pat dt oz, Za: <o i "kaz,

« 1. Term linke Seite: Akkumulation von h
« 2. Term linke Seite: berticksichtigt Druckanderung; hier: dp/dt = 0 wegen Annahme (b)

« 1. Term rechte Seite: ein und ausgetragener Warmestrom, der sich in einen stofftransportgebunden

Warmestrom und einen solchen, der nicht mit einem Stofftransport einhergeht, unterteilt:

q'k=Qk+Z jk,aha



wegen Annahme (c) ist gk = 0, da es sich bei den beiden Fluiden jeweils um Einkomponentensysteme
handelt ist auch jka =0

- 2. Term rechte Seite: Arbeit der Volumenkréfte fkq; hier: 0 wegen jxa = 0
- 3. Term rechte Seite: Arbeit der Oberflachenkréfte (Reibung); hier: 0 wegen Annahme (a)

- Fir 1-D Betrachtung bleibt schlieRlich

dh _

o
P at

3.2 Uberfuihre die so erhaltene Bilanzgleichung in die Temperaturform. Setze hierzu das totale Differential fir
h ein und streiche zu vernachlassigende Terme (mit Begriindung). Uberfiihre die Gleichung abschlieRend in

die lokale Formulierung. Kommentiere sdmtliche Umformungsschritte, sodass sie nachvollziehbar sind! (3 P)
Antw.:

- Die spezifische Enthalpie lasst sich als Funktion h(T,p,wa.) darstellen. Das totale Differential lautet:

dh_. dT  (oh
dt_cpdt+( )

dp dw,
3p +>h

T,wa=const.dt o : dt

« Wegen Annahme (b) ist dp/dt = 0. Da es sich bei den beiden Fluiden jeweils um

Einkomponentensysteme handelt, verschwindet auch der letzte Term. Es bleibt:

dh_. dT
dt Pdt
- Eingesetzt in das Ergebnis aus 2.4.1 folgt

dT _

c,.—=0
O

« Anwenden der Operatorgleichung aus 2.2 fiihrt schlie3lich auf die gesuchte Beziehung:

cOT__ . o
TR AT

3.3 Formuliere in Analogie zu den obigen Betrachtungen die Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld
von Fluid 2. Erganze vorzeichenrichtig in beiden Differentialgleichungen den Term zur Beschreibung des
ausgetauschten Warmestroms (dieser folgt bei ,sauberer” Herleitung aus dem 3-dimensionalen Problem und

muss hier nachtraglich erganzt werden):

1 da

—2— mit q,=k(T,—-T,)
alp Cp)FIuid 2t

Wichtiger Hinweis: die linke Seite der Differentialgleichungen muss

hierzu in die Form dT/dt gebracht werden. Nur dann passen die Einheiten zusammen.

Gib beide Gleichungen zusammenfassend an. (1,5 P)



Antw.:

- Mit Hilfe eines Gedankenexperimentes lasst sich jeweils das entsprechende Vorzeichen bestimmen.
Falls beispielsweise T, > T; muss T, abnehmen und T; zunehmen. Laut obiger Definition ist ga in diesem
Fall positiv und muss deshalb in die Differentialgleichung fir T; mit positiven Vorzeichen und in die
Gleichung fir T, mit negativen Vorzeichen eingehen:

oT oT

— 1+l Qa
ot 0z a(pc,),
&=—V aTZ_l qa
ot 20z al(pcy),

3.4 Wie viele Anfangs- und Randbedingungen sind zur Bestimmung der Temperaturfelder nétig? Schlage
geeignete Anfangs- und Randbedingungen vor. (2,5 P)

Antw.:

- Die beiden Differentialgleichungen sind 1. Ordnung beziiglich der Zeit. Deshalb ist jeweils eine
Anfangsbedingung nétig, z.B. T1(z,t=0) = T1swan(z), T2(z,t=0) = T2 stare(2).

- Die beiden Differentialgleichungen sind 1. Ordnung beziglich des Ortes. Deshalb ist jeweils eine
Randbedingung nétig, z.B. T1(z=0,t) = Tyein(t), T2(z=0,t) = T2ein(t).

3.5 Triff eine begriindete Aussage zur Linearitat des hergeleiteten Gleichungssatzes. (1,5 P)
Antw.:

« Term auf der linken Seite: linear, weil die Ableitung ein linearer Operator ist.

- 1. Term auf der rechten Seite: linear, weil v konstant und die Ableitung ein linearer Operator ist.

- 2. Term auf der rechten Seite: linear, weil a, p sowie cp konstant sind und g= eine lineare Funktion ist
(falls cp = cp(T) ware dieser Term nichtlinear).

« Beide Gleichungen sind damit linear.
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