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1. Aufgabe — Allgemeines

1.1 Finite-Volumen-Methode (FVM)

1.1.1 Bei welcher Art von Differentialgleichungen wird die Finite-Volumen-Methode (FVM) verwendet?
Antwort:

Die FVM uberfuhrt eine Partielle Differentialgleichung (PDE) in einen Satz von n gekoppelten gewéhn-
lichen Differentialgleichungen.

1.1.2 Nenne jeweils ein Vor- und Nachteil der FVM!
Antwort:

Die FVM st eine Konservative Methode, d.h. Erhaltungssatze (Masse, Energie, Impuls) werden exakt
erfdllt, unabhéngig von der Grol3e der Kontrollvolumina.

numerische Diffusion
1.1.3 Nenne zwei weitere numerische Verfahren!
Antwort:
Finite-Differenzen-Methode, Finite-Elemente-Methode, etc
1.1.4 Schildere in wenigen Stichpunkten die Vorgehensweise bei der Anwendung der FVM!

Antwort:

» Aufstellen der Bilanzgleichungen und Kinetiken sowie der Formulierung von Anfangsbedin-
gungen (AB) und Randbedingungen (RB)

» Unterteilung des Losungsgebietes in finite Kontrollvolumen
» Formale Integration der PDE Uber die einzelnen Kontrollvolumen

- termweises Auswerten der Integrale durch Treffen von Profilannahmen; Annahmen zum 6rtlichen



Verlauf der gesuchten Grol3e innerhalb des betreffenden Volumens (z.B. stlickweise konstant oder
stickweise linear)

+ Zusammenfassung der Terme und Behandlung der Randelemente unter Beriicksichtigung der
RB's
1.2 Gegeben ist folgende Gleichung zur Beschreibung der Konzentration eines Stoffes in der Flissigphase
wahrend der chromatographischen Trennung in einem Rohr (siehe Ubung 4):

Partielle Stoffmengenbilanz Flissigphase:

oc oc d’c
EZ—VE"‘DE—’”AD/DE'G

1.2.1 Angenommen, es wird ein rechteckiges Eingangssignal (siehe Skizze) auf dieses Rohr gegeben. Wie
wird die Systemantwort fiir die unten beschriebenen Falle (a)-(c) prinzipiell aussehen? Skizziere jeweils das
Eingangssignal und Momentaufnahmen des Konzentrationsprofils zu zwei weiteren Zeitpunkten t, und t, fur die
folgenden Félle (a)-(c). Fertige jeweils eine separate Skizze, wie beispielhaft in Abb.1 gezeigt, fur die Falle (a)-
(c) an. Erlautere das Zustande kommen der gezeichneten Profile.

(a) Adsorption tritt nicht auf und Diffusion ist vernachlassigbar.

(b) Nur Diffusion spielt eine Rolle.

(c) Sowohl Adsorption als auch Diffusion sind von Bedeutung.
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Antwort:

a) In einem Rohr, in welchem weder Adsorption noch Diffusion auftreten, wird der Stoff nur konvektiv
durch das Rohr transportiert. Unter Annahme eines Kolbenstrdomungsprofils im Rohr (PFTR) wird das
Eingangssignal nicht verdndert, und der Stol3 erreicht nach der Durchtrittszeit in unverfalschter Form
das Ende des Rohres. Somit verhalt sich dieses System als reines Totzeitglied. Die Totzeit gleicht
dabei dem Quotienten aus Rohrlange und Eluentengeschwindigkeit.
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b) Diffusion bewirkt eine Veranderung des Stosssignals beim Durchlaufen des Rohres. Dieses wird in
die Breite gezogen und nimmt bei einem idealen, also unendlich schmalen Stol3, die Form einer

Normalverteilung an.
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c¢) Das Hinzukommen von Adsorption bedeutet eine weitere Entfernung vom idealen Rohrreaktor, es
bewirkt eine zusatzliche "Verschmierung" des Einsatzsignals. Somit wird das Antwortsignal noch
breiter als bei Diffusion alleine. Hinzu kommt, dass die Adsorption eine Verlangsamung des
Stofftransports bedeutet, wodurch das Ausgangssignal nochmals zusétzlich verzégert wird.
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1.2.2 Angenommen, die partielle Stoffmengenbilanz der Fliissigphase wird fiir den Fall 1.2.1(a), Adsorption tritt
nicht auf und Diffusion ist vernachlassigbar, numerisch mit Hilfe der Finite-Volumen-Methode gel6st. Vergleiche
das zu erwartende Ergebnis mit dem aus 1.2.1(a).

Antwort:

In einem diskretisierten System tritt in Abhangigkeit von der Dichte des Diskretisierungsgitters sog.
numerische Diffusion auf. In den Fallen (b) und (c) wiirde das Signal noch weiter in die Breite gezogen
werden. Die numerische Diffusion und der ,echte* Diffusionsterm Uberlagern sich und bilden einen
effektiven Diffusionskoeffizienten. Im Fall (a) wiirde das Eingangssignal nun auch in die Breite
gezogen werden.

1.3 Maxwell-Stefan-Ansatz und Ficksche Diffusion
1.3.1 Was beschreibt der Maxwell-Stefan Ansatz (MS)?
Antwort:
Kraftegleichgewicht zwischen Triebkraften und Reibungskraften.

1.3.2 Warum beschreibt die MS Gleichung Diffusion im Allgemeinen besser als das Ficksche Gesetz?

Antwort:
- Berticksichtigung speziesspezifischer Wechselwirkungen in den Reibungskréaften
- viel mehr Freiheitsgrade erlauben bessere Modellierung

1.3.3 Nenne zwei Nachteile einer Beschreibung mit Maxwell-Stefan!

Antwort:
- implizite Beschreibung der Partialmassenflisse

- viel mehr Freiheitsgrade setzten viel mehr Wissen voraus



1.3.4 Gehe vom Maxwell-Stefan Ansatz aus. Es wird angenommen, dass ein Gradient des chemischen Po-
tentials die einzige Triebkraft darstellt.
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Zeige, dass fur ein stark verdinntes bindres Gemisch der Maxwell-Stefan-Ansatz in den Fickschen Ansatz
Ubergeht. Gehe davon aus, dass Komponente 1 ein Losungsmittel und Komponente 2 einen stark verdiinnten
Geloststoff reprasentieren.

Antwort:

Far ein stark verdiinntes Gemisch sind die Aktivitatskoeffizienten eins. Damit ergibt sich fir das
chemische Potential
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und damit fir dessen o&rtliche Ableitung
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Dann erhalten wir:
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Es ist x;—1 und x—0. Setzen wir x;=1 und x=0, so bekommt man

0Xx,

Jk,zz_CzBmaZ ;
k

was dem Diffusionsansatz nach Fick entspricht.



2. Aufgabe Diskretisierung und Implementierung in M atLab
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Der oben skizzierte Warmedibertrager ist aus der ersten Projektiibung (Aufgabe 3) bekannt. Vereinfachend
wurde fiir die Modellierung angenommen, dass (a) die Strémungsgeschwindigkeiten, Dichten und Warmekapa-
zitdten der beiden Fluide konstant sind, (b) der Druck konstant ist, (c) Wéarmeleitung in den Fluiden vernach-
lassigt werden kann, (d) die Warmedibertragerwand sehr dinn ist (kann damit als speicherlos betrachtet
werden) und (e) der Apparat keine Energie an die Umgebung verliert. Die resultierenden Gleichungen fiir die
zeitliche und ortliche Anderung der Temperaturen (aus PU1 Aufgabe 3.3) fiir dieses Problem lauten:

oT oT
_1__\/1 1+£ da
ot 0z a(pc,),
aTZ VaTZ 1 qa

ot 2az alpc,),

A =K(T,—T,) (2.1)

AB1l: T,(z,t=0)=T
AB2: T,(z,t=0)=T

RB1: T,(z=0,t)=T
RB2:T,(z=0,t)=T

1,ein 1,ein

2,ein 2,ein

2.1 Diskretisiere termweise die partielle Differentialgleichung zur Beschreibung von Ty(z,t) fir ein mittleres so-
wie flr das erste und letzte Volumenelement. Benenne detailliert die fir die Diskretisierung der einzelnen
Terme notwendigen Annahmen und Rechenregeln. Verwende ein dquidistantes Gitter und fertige eine beschrif-
tete Skizze an.

Hinweis: Die vollstandig diskretisierten Gleichungen sind in Gleichung 2.2 angegeben. Die Punkte in Aufgabe
2.1 werden auf die Durchfiihrung der einzelnen Teilschritte und die Verwendung der zugehdrigen Annahmen
vergeben. Fur das Endergebnis gibt es keine Punkte. Eine ausfiihrliche Dokumentation und vollstandige Erlau-
terung der Schritte ist daher notwendig.
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Antwort:

Ausgewertet werden nun die Integrale (Typ I-1ll) fur ein inneres Kontrollvolumen aus. Es gelten
folgende Abkirzungen:

1. Integration und Differentiation kénnen vertauscht werden, da die Integration tber ein ortsfes-
tes Intervall [z, zi.,] ausgefiihrt wird (folgt aus Leibniz Regel).

2. Profilannahme: T(z,t) ist konstant im Intervall [z, z..:] und hat den Wert Ti(t) .
3. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
4. Upwind Schema,d.h. T(z,,t)=T, (1)

5. Im folgenden verwenden wir ein aquidistantes Gitter, d.h. Az =z, =Az=const.

oT oT
_1:—V1 1+£ qa
ot 0z al(pc,),

Term: | I "

Auswertung Typ |, mittleres Element:

Zi+laT1 1 d Zis1 2 dTl Zis1 dTl 5 dTl
dz=— T dz= = dz=——Az=——Az
f ot ded= "1 dt f dt bodt
Auswertung Typ I, mittleres Element:
Zis1 aTl v,=const Zit a Tl 3. Zi1 2.,4.
.[z,_ -V P dz = _Vl.fzi P dZ:_vl{Tl . — W Tl,i_Tl,z?l,
Auswertung Typ I, mittleres Element:
fz'ﬂi d, dz a,(pcp)ézconst 1 _[ZMqadZ
Zoa (pcp)l a(pcp)l “

mit q =f(T 1,Tz) und Annahme 2 folgt konstantes Profil fir Warmeaustauschterm
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dZ: 5 qa,i
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Dann erhalt man die diskretisierten Gleichungen fur ein mittleres Element

qa,i
a(pcp)l

dTli Tli_Tlifl
_ ol : : +
dt Vl( Az




Auswertung Typ |, erstes Element:

ZzaTl 1 d 2z, 2dT11 Z; dTll 5dT11
dz=—| T,dz= . dz= ~ Az = ~Az
le ot ded= ! dt = dt odt
Auswertung Typ Il, erstes Element:
2z 8 Tl v, =const Z aTl 3. z, 2.,4.,RB1
.[zl_vl 0z dz = _Vl.[zl P dZ:_vl{Tl . _vl(Tl,l_Tl,ein

Auswertung Typ lll, erstes Element:

zzi qa dz a,(pc,)=const 1 _[ZZ dZZ_ qa,l IZZ dz5_ qa,l

ra (pcp)l a(pcp)l z e a(pcp)l “ a(pcp)l
Dann erhalt man die diskretisierten Gleichungen fur das erste Element
dTl’lz—V Tii=Tiein n Qa1
dt ! Az a(pc,),
Auswertung Typ |, letztes Element:
Z 8T1 1 d Zns1 2 dTl Zns1 dTl 5 dTl
dz=— T,dz=—=" dz=—"Az =—= Az
le ot ded= ! dt f dt " dt
Auswertung Typ Il, letztes Element:
Zn+1 8T1 v,=const Zn+1 aTl 3. Zyn 2., 4.
fz o -dz = —VILH 5 dz=—v,|T,[""= —v,[T, ,~T,,

Auswertung Typ lll, letztes Element:

J‘Znﬂ i qa d ax(ﬂC:ph:CO 1 J‘Znﬂ dzé qa,n Zni d Zg qa,n

— Az
Zn a(pcp)l a(pcp)l Zn : a(pcp)l Zn a(pcp)l

Dann erhalt man die diskretisierten Gleichungen fur das erste Element

Ja,n
a(pcp)l

dTl,n__V Tl,n_Tl,nfl
dt 't Az




2.2 Implementierung in MatLab

2.2.1 Implementiere das erhaltene System gewohnlicher Differentialgleichungen in MatLab. Nutze aussage-
kréftige Variablenbezeichnungen und kommentiere hinreichend.

Antwort:
siehe MatLab-Code

2.2.2 Lése das Gleichungssystem unter Verwendung der gegebenen Grof3en auf einer geeigneten Zeitskala
(Integrationszeit und Auflésung der Zeitachse).

Antwort:
Zeitskala etwa 10-100 Sekunden, logarithmische Achse fiir Kurzzeitverhalten
2.3 Auswertung und Analyse

2.3.1 Stelle das transiente Verhalten von Ty(z,t) und T»(z,t) nahe des Eintritts (im ersten Volumenelement), in
der Mitte (mittleres Volumenelement) und am Austritt (letztes Volumenelement) des Warmedibertragers
graphisch dar. Beschrifte die Achsen entsprechend.

Antwort:

MatLab: Bild 1-3

2.3.2 Stelle die stationaren Temperaturprofile, Tl(z, t—o0) und Tz(z, t—ow) graphisch dar und be-

stimme die Austrittstemperaturen der beiden Fluide. Beschrifte die Achsen entsprechend.
Antwort:
MatLab: Bild 4

T,.=320.9183 K, T,,=324.3521 K
2.3.3 Stelle das stationare Ortsprofil der Warmestromdichte qa(z, t—o) graphisch dar.

Antwort:
MatLab: Bild 5

2.3.4 Betrachte den in Aufgabenteil 2.3.1 erhaltenen transienten Verlauf der Temperaturen am Austritt. Erlaute-
re, warum die Temperatur T, (ber schwingt! Durch Anpassen welches Parameters lasst sich das Uber-
schwingen verhindern?

Antwort:
Unterschiedliche Geschwindigkeiten -> Geschwindigkeiten anpassen v,=v,;
2.4 Der Warmeubertrager soll nun im Gegenstrom betrieben werden. Hierzu sei v, = -0.4 m/s.

2.4.1 Warum kann das zuvor in Aufgabe 2.1 aufgestellte System aus Differentialgleichungen nicht zur Losung
des Problems verwendet werden (MatLab bricht die Berechnung ab)? Welche Anderungen miissen an dem
diskretisierten Gleichungssystem und den Randbedingungen vorgenommen werden?

Antwort:

Upwind-Schema nur fur v>0 und entsprechend andere Profilannahme notwendig.



Nun Berechnung von hinten nach vorne notwendig.

dTZ,n:_V T2,ein_T2,n _ Jan

dt 2l Az a(pc,),
dT,, Toivi—Tai Qa,i
_—_V2 _

dt Az a(pc,),
dT2,1:_V To2=To1|  Gan

dt 2\ Az a(pc,),

2.4.2 Implementiere die Anderungen, die am Gleichungssystem vorgenommen werden miissen, falls der
Warmeulbertrager im Gegenstrom betrieben werden soll. Berechne die stationaren Ortsprofile der Tempera-

turen, T,(z,t—=o) und T,(z,t— o) , sowie das stationare Ortsprofi der Warmestromdichte

qa(z, t—o0) mit der neuen Geschwindigkeit v, = -0,4 m/s. Stelle die Ergebnisse graphisch dar.

Antwort:
MatLab-Code und Bilder 6 und 7

2.4.3 Bei welcher Betriebsweise wird mehr Warme ausgetauscht? Nenne jeweils eine Anwendung oder ein
Vorteil/Nachteil fur die jeweilige Betriebsweise.

Antwort:
g betragsmassig gréRRer fur Gegenstrom.
Vorteil Gegenstrom:

Mehr Wéarme wird Ubertragen. Die Temperatur des urspringlich kélteren Mediums ist am Auslass (z=0) gré3er
als Austrittstemperatur des urspringlich warmeren Mediums. Bei Gleichstrom ist dies nicht méglich

Vorteil Gleichstrom:

Schnellere Abkiihlung des warmeren Mediums

10
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Figurel: zu Teil 2.3.1

transiente Temperaturprofile in der Mitte des A bertragers
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Figure2: zu Teil 2.3.1
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Figure3: zu Teil 2.3.1

Temperaturprofile im Steady State
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Figure4: zu Teil 2.3.2
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Temperatur in K

—-100

=200

-300

-400

-500

Waermestromdichte im Steady State

_600 I | I | | I | I |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Ortskoordinate in m
Figure5: zu Teil 2.3.3
Temperaturprofile im Steady State
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Figure6: zu Teil 2.4.2
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