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1. Aufgabe
1.1 Modellierung

Um ein verfahrenstechnisches System vollstdndig modellieren zu kénnen werden drei wichtige Bausteine
benotigt.

— Bilanzgleichungen
Diese werden in Form von gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen angegeben. Um sie
zu 16sen sind somit Anfangs— oder auch Randbedingungen nétig.
z.B. Massenbilanz, Impulsbilanz, Energiebilanz

— Kinetische Ansitze
Kinetische Ansétze beschreiben das dynamische Verhalten des Systems und geben an, wie schnell
etwas passiert.
z.B. Reaktionsgeschwindigkeit, Gleichungen zur Beschreibung von Wérme— und Stoffiibertragung

— Thermodynamische Zusammenhénge
Sie beschreiben thermodynamische Zusammenhénge und Gleichgewichte in reinen Stoffen, Stoff—
und Phasengemischen.
z.B. ideale Gasgleichung, thermische Zustandsgleichung, kalorische Zustandsgleichung

1.2 Grofien

Groflen eines Systems werden in Systemparameter und Eingangs—, Zustands— und Ausgangsgréfien un-
terschieden.

— Eingangsgrofien
Eingangsgrofien u sind Groflen, die von auflen einstellbar sind um das System zu beeinflussen. Je
nach Anforderung kénnen dann diese Grofen im konkreten Fall verdndert werden um das System
zu regeln oder zu steuern. Da im vorliegenden Beispiel noch unbekannt ist, welche von auflen
einstellbaren Groflen zur Regelung des Reaktors benutzt werden sollen, ist es giinstig zunéchst alle
einstellbaren Groflen als Eingangsgrofien zu behandeln und dann im konkreten Anwendungsfall
eventuell einige von ihnen konstant zu halten.

u = [Ena Cin, ﬂna Tw]T

— Zustandsgrofien
Um das System ausreichend und dennoch minimal zu beschreiben, werden Zustandsgroflen x ver-
wendet. Im vorliegenden Beispiel gentigen hierzu die Angabe von Konzentration und Temperatur.

z=lc,T]"
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— Ausgangsgrofien
Ausgangsgréfien y kénnen von auflien wahrgenommen und gemessen werden. Die Regelung eines
Systems hat das Ziel diese Groflen einzustellen. Da im betrachteten Reaktor noch nicht feststeht,
welche Grofien gemessen oder geregelt werden sollen, ist es sinnvoll zunéchst alle von auflen wahr-
nehmbare Groflen als Ausgangsgrofien aufzufassen.

Y= [C, T, Fout]T

— Systemparameter
Systemparameter sind konstante Groflen des Systems, die dessen Eigenschaften beschreiben.

p= [‘/a kha Aha kOv EAv ARha }

1.3 Systemklassifikation

Das System ist

— nichtlinear -
Die Systemgleichungen erfiillen nicht das Superpositionsprinzip. (z.B. r = koe_ﬁc)

— deterministisch
Das System ist kausal und nicht stochastisch.

— zeitinvariant
Alle Parameter sind zeitunabhéingig. (z.B. V # V(t), V = const.)

— kontinuierlich
Eingangs—, Zustands— und Ausgangsgrofien konnen zu jedem Zeitpunkt eines Zeitintervals beliebige
Werte eines bestimmten Intervals annehmen. (z.B. T € R™)

— mehrdimensional
Es besitzt 4 Eingangs— und 3 Ausgangsgrofien.

— ortlich konzentriert
Alle Groflen sind unabhéngig vom Ort, da der Reaktor als ideal durchmischt angenommen wird.

dc
1.4 Reaktionskinetik

Allgemein gilt fiir die Komponente o und n Reaktionen der Ansatz

Oq = Zya,iri(T) (1)

mit dem stochiometrischen Koeffizienten v, ; und der Reaktionsgeschwindigkeit r;. Um die Geschwin-
digkeit einer Reaktion zu bestimmen, kénnen verschiedene Annahmen getroffen werden. Hier soll man
davon ausgehen, dass die Reaktionsrate r (der einzigen stattfindenden Reaktion) von der Konzentration
des Eduktes ¢ (Auf die Indizes E fiir ,,Edukt” oder o wird hier verzichtet, da nur eine Komponente
betrachtet wird und es so nicht zu Verwechslungen kommen kann.) mit Reaktionsordnung 1 abhéngt.

Desweiteren ist der Faktor k(T") von der Temperatur geméfl des Ansatzes nach Arrhenius abhéngig und
es ergibt sich

r(T) = koe_%c (2)



2. Aufgabe
2.1 Konzentration

Fiir die Herleitung der Differentialgleichung der partiellen molaren Konzentration des Eduktes geht man
von der partiellen Stoffmengenbilanz aus.

dna

dt - G(x,in - Ga,out + Vaa (3)

Setzt man G = F'c und n = V¢ ein, so ergibt sich aus (3)

d
&(Vca) = Enca,in — Foutca + VO'a (4)

Im vorliegenden Beispiel bleibt das Reaktorvolumen und die Dichte der Fliissigkeit konstant. Daher gilt
dv

Fipn=Fou = F und Fr 0 (5)

Setzt man (5) in (4) ein, so ergibt sich
dng, deo

( it ‘) VE = F(Coin = ca) + Voo ©)
und schlielich

de, F

g - V (Ca,m - ca) + Oq (7)
Anschlieflend setzt man (1) und (2) in (7) ein und erhdlt mit v,,; = —1 fir das Edukt die folgende

partielle Konzentrationsbilanz. (Dabei wird nun auf den Index « verzichtet, da nur eine Komponente
hier von Bedeutung ist.)

d F
df = = (e —c) - ke~ e ®)
2.2 Temperatur

Um die Differentialgleichung fiir die Temperatur zu erstellen, gehen wir zunéchst von der Enthalpie—
Bilanz aus.

%:Hi _Hout+Q+V(jlzt)+Ws+;ho¢(ﬁ'6)

Hier handelt es sich um ein isobares System (dp = 0), in dem die Volumenkrifte und die Arbeit des
Riihrers vernachléissigt werden kénnen (f, = 0, W,

=0).

dH

. Hin - Hou

I ¢ +Q
Hiy, setzt sich zusammen aus ) ha,in(Tin)Ga,in. Dies lédsst sich zu Fin ) €ainfla,in(Tin) vereinfachen.
Formt man H,,; auf gleichem Wege um und setzt Fi, = F,ut = F ein, so erhélt man

dH

at an: (ca,inha,in(Tin) = caha(T)) + Q 9)

Auf der linken Seite von (9) setze man nun H = )" nqhe(T) ein und forme wie folgt um. (Das Vertau-
schen von Summation und Differentiation ist hier gestattet, da es sich um endliche Summen handelt.)

d d Oha(T)\ dT dng
Ti=q (%:naha(T)> = Za:na ( o7 ) o +Zha(T)? (10)
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Nach ersetzten von 8h§7}ﬂ durch ¢, in (10) und dem Einsetzen der partiellen Stoffbilanz (6) ergibt sich

nach einigen Umformungen die Beziehung
dT
g NaCp,, E =r ; (Ca,inha,in(/—rin) - caha(T) - ca,inha(T) + caha(T))
+ VY ha(T)oa +Q
«
=F Z Cain (ha,in(ﬂn) - ha(T)) +V Z ha(T)Ja + Q

Die linke Seite lasst sich weiter umformen zu

dr dr dr
gnacpaa = V;Cacma = Vctcpa (11)
Betrachte man nun die rechte Seite der Gleichung. ) setzt sich zusammen aus
Q=Fk"AMT, -T) (12)

Fiir die molare Enthalphie h(T) gilt angenéhert (bei konstantem ¢,) die Bezichung
W(T) = W(T®) + ¢, (T —T°)

Geht man davon aus, dass die Warmekapazititen im Zulauf und im Reaktor gleich grof§ sind, kann man
wie folgt umformen.

Cain (ha,in(ﬂn) - ha (T)) = Ca,inCp,, (ﬂn - T)

Nun ergibt sich auch

FZ Cain (h(x,in(ﬂn) - hu(T)) - Fctcp(ﬂn - T) (13)

Desweiteren gilt der Zusammenhang (Die Summationen diirfen vertauscht werden, da es endliche Reihen
sind.)

> ha(T)oa =D ha(Tvami(T) =Y Aghi(T)ri(T)
Beachte man nun, dass die Reaktionsenthalpie konstant ist und dass nur eine Reaktion ablauft.

> Arhi(T)ri(T) = Agh-r(T) (14)

Nach dem Einsetzen dieser Umformungen und Vereinfachungen ((11), (12), (13) und (14)) erhélt man
letztendlich die Differentialgleichung der Reaktortemperatur.

dTI  F Agph-r(T)  kPAMT, —T)

— = — (T}, = T) — 1

dt V( " ) cicp + Vewep (15)
2.3 System

Die somit ermittelten Differentialgleichungen fiir Konzentration und Temperatur bilden ein Differential-
gleichungssystem 1. Ordnung (Es treten nur die Funktionen selbst und ihre 1. Ableitung auf.) mit der
Dimension 2 (Es werden 2 ZustandsgréBen betrachtet.) Um dieses System jedoch nun 16sen zu kénnen,
miissen noch die Anfangsbedingungen fiir Konzentration und Temperatur angegeben werden.

2.4 Stationirer Zustand

Der stationéire Zustand ist erreicht, wenn sich die Zustandsgréflen nicht mehr &ndern und somit die
zeitlichen Ableitungen gleich Null sind. % =0

0= f(as,us) (16)



2.5 Stabilitit

Zur Stabilitdtsanalyse wird der Tailorsche Ansatz verwendet. Man entwickelt die Funktionen in einer
Tailorreihe um den stationédren Punkt und bricht diese nach dem 1. Glied ab. Dabei werden jedoch nicht
die Grofien selbst benutzt sondern die Abweichungen vom stationdren Wert. Ax = x — x,. Hier sollen
nun zur einfacheren Schreibweise statt Az und Awu weiterhin die Ausdriicke  und u verwendet werden,
obwohl die Abweichungen gemeint sind. Fiir das vorliegende System erhélt man
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3. Aufgabe

Um die einzelnen Teilaufgaben in MATLAB zu 16sen wurde eine Hauptfunktion geschrieben, die zu entspre-
chenden Zeitpunkten einzelne Unterfunktionen aufruft. Hier soll zunéchst die Hauptfunktion dargestellt
werden. Auf die anderen Funktionen wird in den entsprechenden Teilaufgaben eingegangen.

1 %function puel _main

2

3 clear all;

4 close all;

5 clc;

6

7 %

8 9YParameter

o p.vV = 0.1; %m"3

10 p.k -0 = 100; %1/s

11 p.E_A = 3e4; %J/mol
12 p.h _R = —1e6; %J/mol
13 p.khAh = 2800; %W/K

14 p.c -tc .p = le5; %J/m"3K
15 p.R = 8.314; %J/molK
16

17

18 %

19 %Eingangsgr 0Ren u

20 F = 0.01; %m~3/s
21 c.in = 100; %mol/m~3
22 T.in = 350; %K

23

24 for j = 12 %2 verschiedene F dlle
25 switch j

26 case 1

27 T.w = 399; %K (Fall 1)
28 otherwise

29 T.w = 401; %K (Fall 2)
30 end

31 pu=1[Fc _.in T.n T _w];




32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7T
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96

end
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%Berechnung des station  aren Wertes (3.1)

disp(sprintf(

disp(sprintf( "\nFall %i' j));

disp(sprintf( "A\nT_.w = %g Kn',T _w));

x_0 = [70 500]; %Startwerte Iteration
options = optimset(@fsolve);

options = optimset(options, ‘Display" , iter' );

%Aufrufen des Solvers

[x _s] = fsolve(@puel _1, x _O,options,p);

%Ausgabe in Matlab

disp(sprintf( "\n\nc_s %i = %g mol/m 3 \n',j ,x _s(1)));
disp(sprintf( 'T s %i = %g K\n' ., x _s(2));

0,

)

)

%Stabilit &t des Systems (3.2)
puel _2;
%Ausgabe in Matlab

disp(sprintf( '1. Eigenwert: %g +%gi \n' ,real(EW(1)),imag(EW(1))));

disp(sprintf( '2. Eigenwert:  %g %gi \n' ,real(EW(2)),imag(EW(2))));

0,

©

%Numerische Integration (3.3)

t _end = 300; %Endzeitpunkt
for i =12 %2 verschiedene Anfangswerte
switch i
case 1
x-0 = [100,500]; %fern der RL
otherwise
x_0 = [63,484]; %nah der RL
end

%Aufrufen des ODE —Solvers

[tx] = oded5(@puel 3, [0 t _end], x -0, optimset, p);
%Graphische Ausgabe

colour=[ 'b" ' 1; %Farben der Kurven in Graphen
figure (2 *j-1) %Zeitverl aufe
subplot(2,1,1)

plot(t,x(:,1),colour(i), ‘linewidth’ ,1);

xlabel( 'Zeit t in s' )

ylabel( 'Konzentration c(t) in mol/m 3 )

grid on;

hold on;

title([ 'Zeitverl aufe f ur Fall ' ,int2str())])
subplot(2,1,2)

plot( t,x(:,2),colour(i), 'linewidth’ ,1);

xlabel( 'Zeit t in s' )

ylabel( ‘Temperatur T(t) in K' )

grid on;

hold on;

figure (2 *)) %Phasenportraits
plot(x(:,1),x(:,2),colour(i), 'linewidth’ , 1)
grid on;

hold on;

%Richtungspfeile an Kurven
arrowh(x(:,1),x(:,2),colour(i),50,10);

xlabel( 'Konzentration c(t) in mol/m"3' )
ylabel( ‘Temperatur T(t) in K'
title([ 'Phasenportrait f ur Fall * int2str(j)])

end




3.1 Stationirer Zustand

Wie in Aufgabenteil 2.4 bereits erlautert werden die Ableitungen der Zustandsgréfien gleich Null gesetzt
um die stationdren Zustéinde eines Systems auszurechen. Dies wurde hier mit Hilfe der MATLAB—Funktion
fsolve  getan. Sie wird in Zeile 43 des Hauptprogramms aufgerufen und ihre Ergebnisse dann im Com-
mand Window ausgegeben (Zeilen 45 und 46).

1 function X_s = puel _1(x,p);

2

3 € = X(1);

4 T = x(2);

5

6 %Reaktionsgeschwindigkeit

7 r=pk 0 * exp (—p.E_APp.RIT) =* ¢

8

o %Differentialgleichungen

10 X-s(1) = p.ul)/p.v *(pu@) —c) —r
11 x-s(2) = p.u@)pV *(pu@) —-T) — ..
12 p.h _R/p.c _tc _p*r + p.khAh *(p.u(4) — T)/(p.V =*p.c _tc _p);

s o
x
”
n
x
0

Somit erhilt man fiir den Fall 1 (T3, = 399 K) den Stationéren Zustand

cs1 = 71,018 mol/m® T, = 462,373 K

3.2 Stabilitat

An den Eigenwerten A der Systemmatrix A konnen einige Systemeigenschaften des kontinuierlen Systems
abgelesen werden. Liegen die Real-Teile rechts der Imaginiren Achse, spricht man von einem instabilen
System; liegen sie links, von einem asymptotisch stabilen System. Konjugiert Komplexe Eigenwerte mit
Im(A) # 0 weisen auf ein schwingendes System hin.

Im vorliegenden Beispiel werden die Eigenwerte der Matrix A in einem ausgelagerten File berechnet,
welches in Zeile 51 aufgerufen wird.

%Systemmatrix

A = [—p.u(l)pV —p.k _Oxexp( —p.E _Alp.R/x _s(2)) ...
—p.E _Axp.k _0*x_s(1)/(p.R *x_-s5(2)°2) =*exp( —p.E -Alp.R/Ix _s(2));
—p.h _R/p.c _tc _pxp.k _Oxexp( —p.E _A/p.R/x _s(2)) ...
—p.u(1)/p.V. —p.h _R/p.c _tc _p*p.E _Axp.k 0*x_s(1)/(p.R *x_s(2)2)
xexp( —p.E _A/p.R/x _s(2)) —p.khAh/(p.V =*p.c _tc _p)];

%Eigenwerte
EW = eig(A);

© 0w N O U A W N e

Die Eigenwerte sind
A1 = —0.0158 & 0.06597

Im Phasenportrait ist somit ein stabiler Wirbel zu erwarten, da die konjugiert komplexen Eigenwerte
einen Real-Teil kleiner Null haben.
3.3 Numerische Integration

Nun sollen die Zeitverldaufe fiir 2 verschieden Anfangsbedingungen numerisch integriert werden. Dies wird
mit dem ODE-Solver ode45 gewihrleistet, der in Zeile 68 des Hauptprogramms aufgerufen wird.

1 function dx = puel _2(t,x,p);
2

3 ¢ = X(1);

4 T = x(2);

5




6 %Reaktionsgeschwindigkeit

7 r=pk 0 * exp (—p.E_APp.RIT) =* ¢

8

o %Differentialgleichungen

10 dx(1) = p.u(l)/p.Vv *(pu@ —c) —r

11 dx(2) = p.u(l)/p.v *(pu@ —-T) — ..

12 p.h _R/p.c _tc _p*r + p.khAh *(p.u(4) — T)/(p.V =*p.c _tc _p);

14 dx = dx
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Abbildung 1: Simulierte Verldufe von Konzentrationen ¢(t) und Temperatur 7'(¢) im Fall 1

Die ersten Anfangswerte liegen weit vom stationéiren Punkt des Systems entfernt (blau) die zweiten in der
Nihe (rot). Hier sind nun die Zeitverldufe der Zustandsgréfien Konzentration und Temperatur (Abb. 1)
und auch das Phasenportrait (Abb. 2) dargestellt. Es ist leicht zu sehen, dass die vorherigen Annahmen
mit Hilfe der Eigenwerte sich bestétigen.

3.4 Fall 2

Nun soll der Fall betrachtet werden, dass die Temperatur des Kithlmantels nicht préizise einstellbar ist.
Sie soll statt 399 K nun 401 K betragen.

Um in MATLAB alle Werte auch fiir dieses Szenario auszurechnen, wird eine for-Schleife durchlaufen
(Zeilen 24 - 30). Somit ergeben sich folgende Werte

Cs2 = 63,307 mol/m® Ty, = 484,14 K

A2 = 0.0135 £ 0.0579¢

Diese Eigenwerte sagen aus, dass die Ruhelage instabil ist und das System oszilliert. Wie man an den
graphischen Darstellungen der Zeitverldaufe (Abb. 3) und besonders auch am Phasenportrait (Abb. 4)
sehen kann, gelten diese Aussagen nur in der Umgebung der Ruhelage. Fiir Werte, die weit von ihr
entfernt sind, treffen sie nicht mehr zu.

Hier bildet sich offensichtlich ein stabiler Grenzzyklus um die instabile Ruhelage. Lésungen, die innerhalb
dieses Zyklus liegen, ndhern sich ihm asymptotisch an und entfernen sich somit von der Ruhelage. Weiter
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Abbildung 3: Simulierte Verldufe von Konzentrationen ¢(t) und Temperatur 7'(t) im Fall 2

entfernte Losungen nihern sich von auflen an.
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Abbildung 4: Phasenportrait im Fall 2
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