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Bffa' 1: Platte mit Méar‘wa'erf
férmigen Kanélen

Systembeschreibung

In die Oberflache einer Platte aus festern Werkstoff sind Rillen der oben dargssteliten Form hineingefrast. Auf

die Platte wird gine Membran aufgepresst, sodass ein flussiges Heaktionsgernisch durch die Kandle gepumpt

werden kann. In diesen Kandlen kann eine exotherme Reaktion A -+ B ablaufen. Aut der anderen Seite der

Membran befindet sich ein gut durchmischtes, grofes Reservoir an Komponenie A

Folgenden Annahmen kénnen fur dieses System gerechtfertigt werden:

1. Da die Lange der Kanéle sehr viel gréBer als thre Tiefe o bzw. Breite bist, kann das Kanalsystem wie ein
langgestreckter eindimensionaler Rohrreakior der Lange L behandelt werden.

2. Die Reaktion verauft 1. Ordnung (bzgl. A). Die Temperaturabhdngigkeit der Reakilonsgeschwindigkeit
soll durch einen Arrhenius-Ansatz beschrieben werden,

3. Das Reaktionsgemisch ist eine verdinnte Losung in fllissiger Phase. Dichte, spezifische Wanmekapazitét,
Diffusionskoeffizienten und Wameleitfahigkelt des Reaktionsgemisches sind konstant,

4. Da die Reaktion keine merkliche Dichtednderung bewirkt, der Volumenstrom im Zufauf konstant und die
Reibung vernaghlssigbar klein ist, kann der Druck p als konstant angenommen werden.

5. Uber die Membran kann ausschiieBlich Kamponente A diffundieren. Die Gber die Membran ausgetauschite
Menge an A fallt bei der Betrachtungen der gasamien Stoflmenge des Reaktionsgemisches nicht ins Ge-
wicht.

6. Im Reservoir werden die Konzentration o der Kompaonente A und die Temperatur Tr zeitlich konstant ge-
halten. Wegen der guten Durchmischung treten im Reservoir weder Konzentrations- noch Tempera-

turgradienten auf.
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7. Kinetiken far Stoff- und Warmeaustausch Uber die Membran:
gy =Rle—cy  (gd=motm®.s) Gy =elT =1 ([gd=dm?s")
8. Komponente A erwdrmt sich bei Diffusion durch die Membran auf Temperatur 7im Kanal,
9. Diffusion des Edukts A in axialer Richtung soll durch einen Fickschen Ansatz mit Diffusionskoeffizient D
beschrieben werden, Warmelgitung durch sinen Fourierschen Ansatz mit Warmelsitkosffizient A.
10. Volumenkréfte (Gravitation, ...} leisten kelne Arbeit.
11. Dis Kanalwénde sind als thamisch isolierend anzusehen.
12, Uber den Reakioraustritt {bei z=1) Hinweg findet weder Diffusion noch Wirmeleitung statt.

1. Aufgabe — Allgemeines (11 P)

1.1 Welche Bilanzgleichungen stehen piinzipigh fur die Modelfierung eines ortlich verteilterr Systems zur Verfu-
qung? Welche abhéngigen Variablen lassen sich tblicherwelse aus den einzelnen Bitanzen gewinnen? Wel-
ches sind die unabhédngigen Variablen? (2 P)'
(1,5 P fur Bifanzen & zugehdrige abhédngige Variable; 0,5 P Rir unabhéngige Variablen.)
partielle Massenbilanz: Bestimmung des Konzentrationsfeldes
- Gesamtmassenbilanz: Bestimmung des Dichte-/ Druckfeldes
= Energiebilanz; Bestimmung des Temperaturieldes
» Impulsbilanz: Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes
unabhingige Varablen: { 2, &, &

1.2 Welcher Ordnung sind die héchsten in den verfahrenstechnischen Bilanzen auftretenden Zeitableifungen?
In welchem Bereich der Physik treten Modsllgleichungen mit héheren Zeitableffungen auf? (1 F)
0.5 P fiir hdichste Zeftableftung in VT-Bitanzen; 0.5 P Kir Bsp. hoherer Zeitableiiungen.}
In den oben aufgeftihrten Bilanzen treten nur erste Zsitableitungen auf. Zweite Zsitableitungen treten zum Bei-
spiel in der Newtonschen Mechanik

JrrT::F[:I,?‘,?)
ader der Elekirodynamik (Wellengleichung fir E- und B-Feld} auf. Koppelt man die Newtonsche Mechanik und
die Elektrodynamik (ber die Lorentzkeafi, treten Zeitablsitungen bis zur vierten Ordnung auf.

1.3 Gegeben sind folgende vier “Prototypen” partieller Differentialgleichungen 2. Crdnung:

a .
af —Au=flz) | 0 %—Dmfzf(z,m ,
2 a
B} [Til‘:*(?lﬂlf=f(25ﬁ] . o %L:ﬁDAfFfl.u.z.ﬂ

Dabei ist z die Orts-, t die Zeitkoordinate, u die gesuchte Funktion, f eine {nichtlineare} gegebene Funktion dar
angegebenen Variablen und A der Lapiace-Operator Hir die z-Keordinalen. Schrefbe die Gleichungen in Ten-
sornotation. Kiassifiziere die Gleichungen unfer dem Gesichispunkt hyperbolisch / eliptisch / parabolisch. Wie
viele Anfangs- und Randbedingungen sind zur eindeutigen L3sung dieser Glsichungen im Grifich eindimensio-
nalen Fall ndtig? Weiche der gagebenen Gleichungen ist linear, welche nicht? Nenne fir jede Gleichung ain

piaktisches Beisplel und ainen passenden Namen. (6 F)

1 Disse Aufguba {irkl, MisterZsung) ist tast wénich aus PU2 vom W S04/05 Ubernemmen
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{Je Differentialgleichung 1.5 P.)
a) Poisson-Gleichung™

. a
—Adu=flz) & ————u=flz .z

Eigenschaften: Elliptisch, linear, 2 Randbedingungen nétig.

Bsp.: Uzt Temperaturfeld boi stationdrer Warmeleitung, Konzentrationsfeld bel stationdrer Diffusion,
elekirostatisches Potential @ einar Ladungsvertsiiung,

b} . Wellen-Gleichung™

2

-~
3 u Fu_ 2 8 .

E?—r:zdu:f(z.r) = §=c 5—%,(6(_’;“*—".(("“"2"’”
Eigenschaften: Hyperbolisch, linsar, 2 Rand- und 2 Anfangsbedingungen nétig,
Bsp.. u(z1): Auslenkung siner schwingenden Saite oder bei Transversal-/Longitudinalwellen in Festkérpemn, E-
oder B-Feld bzw. Elekiredynamischer Vierer-Potential A%,

) Diffusions-* bzw. , Warmeleitungs-Gleichung®

du & o
—a—t——DAch(z.t) o= =D u=flz .z, t)

ar 8z &z
Eigenschaiten: Parabolisch, linear, 2 Rand- und 1 Anfangsbedingung nétig.
Bsp.: Uz 1) Konzentrationsfeld bei Giffusions- bzw. Temperaturfeld bei Wamnmeleitungsprozessen.
d} ,Reaktions-Diffusions-Gleichung™

a .
B—f—DAu:vt(u.z,r) o

Eigenschaften: Parabolisch, nichtiinear, 2 Rand- und 1 Antangsbedingung nétig.
Bsp.: U z{): Konzentrationsfeld bei gekoppelten Diffusicns- und Reaktionsprozessen.

1.4 Angenommen, es wird efn Konzenirationspuls als Eingangssignal auf ein Rohr mit Kolbenstidmung gege-
ben. Wie wird die Sysiemantwort prinzipiell aussshan, wene (a) Diffusion ausgeschiossen ist und (b) Diffusion
fm FAohr eine Rolie spieft. Worin unterscheiden sich die Pulsantworten gieser zwei Systeme? Wie sehen die
Ergebnisse in einem diskretisierten, also numerisch approximierten, System aus? Erldutere die Zusammen-
hénge anhand von Skizzen. (2 PF*

+ Im Falt {a) tritt das Eingangssignal nach der Verweilzait des Systems unwverandert in seiner Form am Rohr-
ausgang aus.

- Im Fall (b} wird das Eingangssignal verandert austreten. Der Puls wird in die Breite gezogen, wobel der
Erwartungswert der sich ergebenden Verteilung wiederum nach der Verweilzeit am Rohrausgang austritt.
Die Varianz der Vertellung wird vom Diffusionskosffizientsn abhéngen,

+ In einem diskretisiertan System tritt in Abhangigkeit von der Dichie des Diskretisiarungsgitters sog. nume-
rische Diffusion auf. Im Fall {b) wiirde das Signal noch weiter in die Breite gezogen werdan, Die numerische
Diffuston und der ,echte” Diffusionsterm Uiberfagem sich und bilden einen effektiven Diffusionskoeffizientan.
tm Fall (a) wirde das Eingangssignat nun auch in die Breite gezogen werden.

2 Diess Aulgabe (inkl. Musteriosung) ist fast wérllich aus PLE2 vom WE04105 tbarmommen,
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2. Aufgabe — Modellierung (28 P)

2.1 Schreibe Reaktionsgeschwindigkeit v afs Funklion der Konzentration c des Edukis A und der Temperatur T.
Wie fautet der lokale Quellen-Senkenterm o, fir die Sioffmenge der Komponente A ([G.] = motm™.s7} auf
Grunel der Reaktion? (1 P}

(0.5 P firr, 0.5 P i o)

Die Reaktionskinetik lautet mit eingesetztem Arrheniusansatz (Ann. 2):

' | l_El
e, T=k(T)e=Fk,exp R']-' C.

Den Quellen-fSenkenterm fir die Stoffmenge von A erhéit man durch Multiplikation mit dem stéchiometrischen

Koeffizient va=-1 von A:

. _E/!
@, =v e, TIE—kexp R

2.2 Leite eine . Differentialgleichung” zur Bestimmung der Konvekfionsgeschwindigkelt v in den Kandlen her.
Gehe dazu von der lokafen Gesamtmassenbifanz (Gleichung (1.15) im Skripf) des Reaktionsgemisches aus,
Wie grof3 ist die Konvektionsgeschwindigkeit viz,f), wenn der Volumenstrom F, im Zuiaul konstant gehalien
wird? KOMMENTIERE die Umformungsschritte und Annahmen. (1.5 P)

(0.5 P fiir Ansatz & Rechenweg; 0.5 P fir DGL; 0,5 P fir Lisung vizt)=?)

Die lokale Gesamtmassenbilanz (Kontinuitatsgleichung) in einer Dimension (Ann. 5) lautet:

ﬁ_p:_ L )
ot dz-
Mit p=const (Ann. 3) edhdlt man
ay &y
O=—p— - =
&3 a7

Zwischen Volumenstrom Fz# und Strémungsgeschwindigkeit Wz f)=v{f) besteht der Zusammenhang (ideals
Kolbenstrémung, Ann. 1)

Fin=Fz . t)=bdv(1),
Wenn der Zustrom F,, zeitiich konstant Ist {Ann. 4), ist die Strémungsgeschwindigkealt In {z §) Konstant:

i
p=—=
bd
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2.3 Stelle eine dynamische Gleichung zur Bestimmung der Eduktkonzentration ¢ in den Kandlen auf. Gehe
dazu von der lokalen Komponentenmassenbiianz (Gleichung (1.11) im Skript) aus. Starte mit der dreidimensio-
nalen Form, integriere (ber Kanalbreite b (in z.-Richtung) und -tisfe d {in z-Richtung). Beriicksichtige die Stoff-
stromdichte gu von A dber die Membran. KOMMENTIERE die Umformungsschritfe und Annahmen. (3.5 P}

(3 P fiir Ansafz & Rechenweg; 0,5 P fur das Ergebnis (PDE).}

Die lokale Kemponentenmassenbilanz fir die Komponente A in drei Dimensionen lautet

(/ﬂﬂ d Messe : —

= .‘C‘z (Vep ¥ fo i lHot mit  k=1.2.3

&g, a g a4 Masse
a1 == "I[‘\ patia, |] {"SP s ZJAC? WVafam ﬂu““f

Integration in z-Richtung (Brsite b der Kanals):

) »
dp, Miasse
j ED &’?F—j hJ pA"'JﬂJdﬂ .[ " pn+JI\zJ dzy f ‘Vip,\+141)d~1‘fa' >
o [ [
Ubergang zu (ber die Kanaibreite gemlltelten GrréBen und Auswerten der Integrale:

r.p‘
or

Mit w(0)=valb)=0 mit jw(O):jm(b):O (keine Konvektion, keine Diffusfon durch Seitenwande der Kanéle):

M/zur

b

8. . a . .
bz—z‘\“z PA*J,\,1]_f’a_ZQ("z ﬂﬂLL\.z]_[V«iﬂﬁ' fA.J]g+ hay

Mazee

épy
&t

Teilen durch b

[

a .
7[7.—1\1‘1;1A+1M) I ||2p +i”]+bo'
¢z dz

iy a : 4 i
73755?:(“ p,.ﬂm)—gz“z(“epﬁm)“’

Integration in 2-Richtung (Tiefe ¢ der Kandle):

'y 4 5 ¢ "
!(:PA dzy=— ,{['[Tc:("l f’AﬂLJ‘zl,l)dzz*Jq [:"I-l)z!+.f412j(‘l‘2+f " dz,.
37 u

w Of

Misse
A

Ubergang zu iiber die Kanaltiefe gemittelten GréBen und Auswerten der Integrale:
Jaf

Ay
of

Msse

]PA .I,A!\ {V p/l+.]/!"] tdao,

Mit Vg(O)pA(G)ﬂAg(O):MA-gM (Bnn, 7) und vi(deafo+i(dh=0:

N
%:_d%("] Paia 1'—{0 M‘\g”]_*_dnmw
Teilen durch dund Einsetzen der Tramspor‘tkinetik {Ann. 7):
E’L:_i(
at dz,
Einsetzen von 2w82=0 (aus 2.2) und der Fickschen Diffusionskinetik (Ann. 9):
M, B,
d

Moz

V[ﬁ.«‘*]‘/,‘l} 'E"- _C) Ty

Masse

7] I} &
s, P4 —0—( D {ep=cfteay

a7 ]é‘z1 Oz, " ez,

Mit Da=const. {Ann. 3):
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BpA+ Fp, M B
dz A azf o

| Masze

gy

Y

Ubergang von Dichten zu Konzentrationen ¢ und vom Massen- zum Stoffmengenqueliterm oa

alM -] M oo FMpc] Mop
‘*4,_],\.:)_*_‘,3 ] !

+ {¢
& g 4oag P

.,+MA-0'A.

Da M.=const. kann gekiirzt werden:
- 2
de_ g
A i 2
il (25 Bz

+%'(E,'R—L‘:‘+(J'A.

Einsetzen der Reaktionskinetik aus 2.1 liefert:

Ge e 5 ﬁ _E/\
= +D,- de—t =k ex
af a2, 7 d \Cu - Pler RT
AbschlieBend wird auf den Index 1 verzichtet, da nur noch eine Orskoordinate verblieben fst:
de_ de i -E, [ .
T ‘ﬁz : SEXDl — RT [l
s Ye S
Konyoktion  piffusion Reaftion sell £y HAustag

2 41 gife eine Gleichung zur Bestimmung des Temperaturfeldes in den Kanglen her. Gehe dazu von der lokalen
Form der Enthalpiebilanz (Gleichung (1.41} im Skript) aus.
Gehe wie folgt vor:
- Starte mit der dreidimensionalen Form.”
- Diskutiere, welche Terre sofort vernachldssigt werden konnen.
- Reduziere das Model! durch Integrafion Uber die Kanatbreite b fin z;-Richtung) auf ein Modell mit zwei Orisko-
ordinaten. Integriere dann Uber die Tiefe d (in z-Richtung) der Kanale. Beriicksichtige den Wérmestrom g
tber die Membran.
- Setze die Fouriersche-Wérmeleitungskinetik ein.
- Bringe die totale Zefableitung der Enthafpfe‘

e S BT
in eine lokale Form. Dricke dazu alle fotalen Zeitableftungen d/df - durch partietie Ablsitungen aus:

d _a 5

@ Tar En
Ersetze damif die linke Seite der Enthalpiebianz.
- Ersetze die entstandenen Ausdrlicke mit den Dichien p= mit Hiife afigemeiner eindimensionaler Komponenten-
massenbifanzen. {(Wie in 2.3.; unter Berlcksichtigung von g flir Kompenente A.)

- Fasse zusamimen.

3 Baachts, dass darin eingshende & dichte sich wie folgt =, t
7 =t ZL.J'..(T',"

4 Im Skeipt hat sich in Gleizhung (1.42) ured (1.43) ein Fehlsr singeschlichan: Stait des Dichten py miissen dort der Massenbriiche wy= pap
stehen.
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- Fiifwe die motare Reaktionsenihaipie Ak ein und seize die Reaktionskinetik efn.

KOMMENTIERE die Umformungsschritte und Annahren. (10 F}

(9,5 P fur Ansafz & Rechenweg; 0,5 P flr das Ergebnis (PDE).)

Um eine partielle Differentiabgleichung fiir das Temperaturield aufzustellen, wird von der okalen Form der Ent-
halpiebilanz ausgegangen (Gleichung (1.41) im Skript):

3 . 3 v,
f)( cg_ 8 o, B8 - i : _
Llp b= gy, g, v, ——+ I mit  £=1.23.
B ) ar gk 4l Kdz, gj"”‘k'“ Aoz,

Mit p=const. (Ann. 4), keine Arbeit durch Volumenkrafte (Ann. 10) und Reibung vemachiassigbar (Ann. 4)

erhilt man:
h mit k=123
- Bt
ef(ph} ——Lmhv +g,) mit k=1,2,3,
Ausschreiben der Summationen:
{p it) ~—-—”—1phv +q, J—— [ph W+, J——G—[_aiu +4.].
Integration in &-H\chtung (Breite b der Kanale)‘
b i
(ph dz 7J-J—\pqu] Jdz,— J.m“-—{piu ey ) Ig}[p ﬂ?vﬁ—qj’:ldm
My

Ubergang zu Gber die Kanalbreite gemittelten Graflen und Auswerten der Integrale:

_ . b
bj%{ﬂh}*"’ﬁz[ﬂﬂw ) b—a—mhwrth Hphvit g ]a o

Mit vol Q)=via B)=ge'(0)=gx'(5)=0 (Ann. 11: kein W&rmestrom, kein Stoffstrom durch Seitenwande der Kandle)
hilmh‘"—ha {phvi+y, |- ’J‘L[phl +4, )—\O —0).

Division durch &

[p lz]—wimh\ g, ]-~ \ph v+,
Integration in z-Richtung (Tisfe d der Kanale):
d d d
J Liph bz, =— r—ﬁl[ﬁ v, +q, ’)dzj—f —B‘—(phv,-Fq, etz
W e Weg ! T dzyt oo
Ubergang zu Gber die Kanaltiefe gemittelten GroBen und Auswerten der Integrale:
SN AN g, e gl 118
d(}ttph} daz‘[pfnﬁq, E [ph\z s ]z,,z().

Mit der Giffusions- und Warmeleitungskinetik an der Membran (Ann. 7) und der [solation der Wand (Ann. 11)
{p h voitg, ’j,‘: zrrJ:O‘
folgi:

=g, M 80T o hvote,)

dﬂ[ phj=— d{L'\’ eh Vljfd — M g n ”
ot Gz / :
Division durch o und Einsetzen der Transportkinetik (Ann. 7):

7120

L . dg' o
Lip = (p i =28 Ky v
Lo h) az][ﬂ Rl ry {471}

d

5,
A d LS

=), (T

Ausdrlicken der Gesamtwarmestromdichie gr durch Warmestromdichte gr und Diffusionsstromdichten ji

imh)——i—[pm W——tw 2 [jl ot —[T

(‘,..

,"+M

A Ry
j([”_( ’Jh/‘ [J ).

Einsetzen von 8w/8z=0 {nach 2.2) und der Fouiferscher Warmeleitungskinetik {Ann. 9):

A a7

Lip ==y, 2 G
(h{piz) v rh {p k- ( A ) ;0

g dz,
Mit A=const. (Ann E):

-
4]

\

0

EA

{

[Fahaft d[T ~T M —[c,\—clll i

. B P
ﬂph)——\‘ —f—[th?\——zb (thq] [T,e—T‘]+MAg{vk—c]h,\[ﬂ.
2y
Mit p=const. (Ann, 3):
ok _ r”h r’iT a LT - By
el Bz A PRSP {Fnft) d[i',, THM, i | AlTh
Oh I o o B,
;[ | 57 "Z “1 i) d{T!e—T)+MAE[CR_C]hAt.IJ (*)
z

Die!okale Form des totalen Differentials der Enthalpie lautet:

ah 3k ar orT Gh ap oh D
-tV =, —+v — Z
ot oz, far U ég, E‘p & ‘OpO f‘t

Mit p=const. (Ann. 4):
an ah ﬂ.’ “W.( awﬂ
i e e T + g +v, .
D 2 e Y, (

Bai értlich eindimensionater Betrachtung:
oh_ Bh_ OT Bw,
——+v =¢, e R, .
o oy v e “f‘jv Z 7 "oy,

Mit we=p./p und p=canst. {Ann. 3):
LML 7 Zh wk o, ép,
Y T—=C, 7 ¢ - .
ar taz var "84 R 0z

n (*):

B0y

ar ép
ne, o 37 ==V, 72 hNIFI( .m
+M, ﬁ |tﬂ——ch1AjJ

Mit vi=const. (nach 2.2):

ap,
MTs,

o

ar ar hy dp\_ T
pc,,~a—~+v,pur,a—ZI+p% . ( L W1 > ) r\ﬁ -

12

&
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;.
,\l- 7(J“hﬂj+ (T,—T]

az

aT
L v ,,-“—Z R lTi(
A o
+# o=tk (T).
B d \ :
Einseizien allgemeiner eindimensionaler Kompanentenmengenbilanzen fir p, {Gleichung (1.11) im Skript):

Zh( o s (727"

+J|_’I‘R—7'}+M ,‘—(('R—(':’hA[_T_),

A

{i«fia

1, =
Pery f’a

4M, f,.—(]h !])

Der axiale Diffusionterm wird mit der Produktregel ausditferenzien.
Z I ( Jo "“”")+MA [; {en (:].‘1,1('1'1

+5[T —T]-v—M Ble el Tl
LS R L

FT < 0/, &hy
P
> —h —2, o

Es heben sich die Terme mit den Gradienten der Diffusionsstréme und mit dem seitlichen Stoffeintrag heraus:
ar S 8h, w

L TR p(p——zf T — —Z Je = —[TR—T;.

(R4

A1

Der Term mit den D\iluswonsslromen wm:l nun separat dlskut\eﬂ Da das System ischar ist, hangt die Bildungs-
enthalpie jeder Komponente nur ven der Temperatur ab:
oh, T _&éT < .
= G,
Z iy ; i, Ay Z Fab e

Nun betrachte man die Komponentenmassenbilanz fur eine beliebige Spezies:

boa_  Box Bhw, MiEws
ar ez a4
Multiplikation mit ca. (const.):
B(‘ﬂ‘mpm___ v a("ﬂ.«f’.w dc . wdi, L. r__"‘,/‘«'w.ré’m.q
o GES 2z, L d '

Surnration Gber alle Komponenien o

Zacu.np« Z 8ey P Ofp‘«fl‘« P Y ey ]_+Z Co oM alrt o
l T -_
P =44 - 0% ~ 9z PR d

Seitlich tritt nur Kamponente A ein bzw. aus,

2y . RN
ED I DI S
= 8.2

~ wJJ« p AL
== 2 z c, ,+7
el 7z, ~ " 5z, Pt d ’
N .. -~
i i it
Ann. g Ann, 3 ARG

Z V“ hz(prx w {£;4‘A+‘,4n n]r r‘; 5, AJ!

Nimmt man an, dass ¢ 4~cps, 56 folgi
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2 dian
Da am Reaktoraustritt (bei z=L) keine Diffusion statffindet (Ann. 12}, folgt:
(z -jl_zkf“/ﬁ,zv] =0.
® 1=t

Also gilt im ganzen Reaktor

> oty 0,
f
C Bh_ar <,
Z,J],.x ;.]J,H(V,v,nmo' 5

az oz

Damit kann auch dieser Summand vernachlassigt werden:

or ﬁT
ey — ar VR, T

Ubergang zu ginem Stoﬂmengenquel!term o= Mo
g7 &

1,p(,)—-LM h,o, +,\—+ [T, T).
l

LT
T d

Ausdricken des Stoffmengenquellterm durch Reaklionsgeschwindigkeiten:

vpoc p-———z M'“h“Zl,

Umordnung der Summen und Einfuhren der molaren Reaktionsenthalpie:

ar
"m,‘ [T -7},

ar__, ﬁlf o
L e O At (]
b
T
pUZTETVAC, Zfﬂ il+‘.———+—|T T‘)

Nur eine Reaktion:

ar ar ar o
T r——— ——rA, J'*;\"—"+ T,—T1.
LTI F P d{ !
Einsetzen der Reaktionskinetik aus 2.1:
é T IT o
Py A=, —A hku“p(RT){:JrAagf +E[l,(, Al

Tellen durch pey
8T aT Ak, (—E,,) S - S
= X o+ +

v } + r=1
ir Yaz, P, RT ﬂ(‘p(’)gf pcyd(‘ B

Umerdnen der Terme und Verzicht auf den GberilUssigen Index 1:

ar__ or A FT <A kky (—EA) )

- R o

==y +
2 &z pc, a7 oc,
— P

[24
— T T .
pf\’/(i( ® ]

seill, Wanneein--austrag

5 Einlazher kemmi man zum Zied, wienn man annimmi, deas alte K en dhnliche i Warm
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2.5 Welcher Ordnung sind die in 2.3 und 2.4 hergeleiteten Differentialgleichungen? Gib an, wie viele Rand- und
Anfangsbedingungen zur Losung disses Glsichungssystems bendtigt werden und formuliere diese Hir jede der
Gleichungen. Was dndeit sich daran, wenn Diffusion baw. Wérmeleitung ausgeschlossen werden? (2 P}
(0,5 P fiir Ordnung, 0,5 F fir Anzah! RB & AB; 0.5 P fir Angabe der RB & AB; 0,5 P fiir ,was dndert sich, wenn
LD
Bie in 2.3 und 2.4 Gleichungen bilden ein System von zwei gekoppelten partiellen Differentialgisichungen 2
Ordnung mit zwei unabhdngigen Variablen ¢ und z Beide Gleichungen sind erster Ordnung in f und zweiter
Ordnung in z(alse parabalisch) und benétigen daher je eine Anfangs- und zwel Randbedingungen.
Anfangsbadingungen:
L‘(z,D):('n(z):OL;i, T(z.0)=t {z)=300K

i

Randbedingungen:

0, 1)=c,, (z)=2OLD:,
m

T(G.0=T, (11=300K,

T

Wenn der Diffusionskoeffizient 0. hzw. die Warmeleitfahigkeit A zu Null wird, entanet die jeweilige Gleichung
zu einer PDE 1. Ordnung (bzgl. beider unabhangigsr Variablen). Damit waren zur eindeutigen Lésbarkeit nur
noch eing Randbedingung {und sine Anfangsbedingung) je entarteter Gleichung nétig. Zusdizliche Randbe-
dingungen fihren in der Regel zu Widerspriichen, so dass gar keine Lésung existienrt. Die hier gesteliten New-
mann-Randbedingungen am Reaktoraustritt sind jedoch im Fall D=0 bzw. A=0 trivialerweise erflllt {kein Diffu-
sions- bzw. kein Warmestrom} und damit Oberflissig.® Die verbleibenden Anfangs- und Randbedingungen
lassen dann eine eindeutigs Ldsung zu.

2.8 Ist das aulgestelite Gleichungssystem linear oder nichi? Begriinde die Entscheidung durch Aufzéhiung aller
nichtiinearer Summanden {falls varhanden). (1 £}

(0,6 P fir finsar/michilinear; 0,5 P fir Aufzdhiung aller michttinearer Sumimanden.}

Das Systern ist aufgrund des nicht linearen Kopplungsterms in der Reaktionskinetik nicht linear:

P R PR, Sl N
lirsar linear kaear nicht linear affin
oo 2 3 B
oT_ ar A FT Ak, *E,\) )
=v 7 CXP| - Pt —— 1)
ar \_A?j: P dz pe, RT | pr,d’ !
tinesr  linear gy nleht laear affia

2.7 Steile die Bestimmungsgleichungen fiir den statfondren Zustand auf. Welcher Typ von Gleichungssystem
liegt vor? Welche zusitzfichen Bedingungen sing zur eindeutigen Lésung® nitig? Was dndert sich wenn Diffusi-
on oder Warmeleitung in axialer Richtung ausgeschiossen (Da=0 bzw, A=0) wird? (2 P}

Yaisicht: In der Formulierung der RBn darf dabei nich! durh D baw, A dividiert werden,

[}

7 Der Term des saitlichen Warme- baw. Stoffein--austrags ist alfin, dh. im strengen Sina nicht knsar. Er wird jedech als linearer Term +

Inhomegenitat augefasst, Gleichungen die nur linsara und affine Terms enthalten werden als linear bezeichnet.

& Fehler in der ng: Rar 1Gr nichili & ODEs haben ul, {auch bai Jsichtigar’ Anzahl an RBn) endlich viels
Lésungen. Dansben kénnen in unglnstigen Kenstelationen auch bej linearen Systemen gar keine odor aendlich viels Lésungen aufireten.
Die Auigabensteluny hitte besser heiBian scllen: ,Wis viele RBn sind notwendig um eine bzw. endlich viele Lésungen erhoffen zu kénnen®.
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(1 P fiir Bestimmungsgleichungen; 0.5 P fir Typ; 0,5 P ftr ,was dndert sich, wenn ...")
Ein stafiondrer Zustand ist ein Zustand, in dem alle Gréf3en im System zeitlich konstant sind. In den Ditferenti-
algtelchungen sind alse alle Zaitableitungen zu Null zu setzer:

fey o P ~K, 8.
O=—v —a—z—h[)‘\ —é—z—z——k“-cxp ng t:&‘.+g<|‘c:“

0T A& 8Ty —A Rk -F x .
0=y —= L ;“+—' ncxp —— gt —— T =T s .
bz pop ag pe, BTy pe,d ’

Diese Gleichungen sind zusammen mit den {zsitlich konstanten!) Randbedingungen

el t)=c,, (1)=20 ""ff .
Hi
T 0, 8=", (=300 K und

zu betrachten. Waren die Randbedingungen nicht zeitlich konstant, kénnte man nicht von stationdren Zu-
stdnden sprechen. Es liegt ein Randwertproblem fiir zwei gekoppelte nicht fineare gewdhnliche Differentialglei-
chungan 2. Ordnung im Ort vor.

Falls Diffusion bzw. Wéarmeleitung ausgeschiossen werden, entartet die entsprechende Gleichung zu einer ge-
wohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung. Fir die Randbedingungen gilt entsprechend das in 2.5 gesagete.

2.8 Approximiere das aufgestelfte dynamische System mit Hilfe der Finflen Volumen Wiethods durch ein System
von gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Zeit. Verwende eine dquidistante Diskretisierung.
In der in 2.3 aufgestellien Gleichung far die Konzentralion ¢ soll jeder Summand einzeln diskutiert werden. Be-
grinde die dabef getrofienen Entscheldungen. Betrachte dfe Randefemente separat. Fir die in 2.4 aulgesielite
Gigichung fiir clie Temperatur T gentigt die Angabe der Ergebnisse (wegen Analogie zur ersten Gleichung kein
Aechenweg ndtig). (6 P}

(3 P fir innere Elemerte c-Gleichung (mit Rechenweg); 1,5 P fiir Randelemente c-Gleichung (mift Rechenweg);
1,5 P fir innere & Randelemente T-Gleichung (nur Ergebnis}.)

Es wird eine aquidistante Diskretisierung verwendet.

L ik i i+l P
T (SL)_:___ Ty WX 0 X L
ATy % . Az |, Az Ay Az,
. . ———

T T Tl

: ot Zmr -1 -1 -2
kreter Kontrolivolumina (Quelle: Skript zur Vorlesung,

2 Zry
Bikd 4: Einfihiung o
Farmale Integration derin 2.3 und 2.4 hergeleiteten Differentialgleichungen lber das ite Volumenelement:

P N _E ) )
2 (1 dz+ _r gkﬂ-cxp(*")-(:dﬁf -g-{z:xfc')dz ,
4 2 2

RT

=1

&1 A Rk —£
———det+ | ——=¢
E Zﬂ ¢ J’ 7Ey N RT
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Da beide Gleichungen identische Struktur besitzen, werden nur die Terme h, bis k. dec Gleishung fir die Kon-
zentration einzeln diskutiert. Die Auswentung von &, bis he; verlauft analog.
Innere Elemente {2sin-1):

Tt
Se de,
o' L sthw. konst i
! :f —dz=— J‘ cdz = — Az
MU T ey dt
sthin. KOSL +
upwind scheme

2o

A - .
Y %dz,=fv f %‘;’ d?_=,1.[(.]~n L

TR

i e mvie )

"

2

]S.E:j D, ;:v d"znﬂf
2, 77

a

=D,4[2_(;] 5.;1 sty I D“(Clzj(‘! “:;‘1—1 )=D'| 2ot

-k
_:m . _L’A . kCl .oy Skw kemst [P -E, A
]4,5—4?—&”-@)(}3 =T ) (l'z—:r —rle Tldg = —rle, TiA z=—kgexp RT, oAz
Ty T Ly T
Le=] %'\:L‘R—(‘}(&Z%(I ettt [ c‘riz,)=§ cplz ] cde|ES %‘(L'R'i-(.'l}ﬂ z
H g g, kA

Randelemente bei /=1
Kelne Anderungen fr £, 4, und &, da hier keine Wene aus benachbarten Elementsn eingehen. In £ und &,
muss die Randbedingung &0, i=cn eingearbeitet werdean:

sthw, kanst. +
upwind scheme +
A8 1

~vie;=cl=vie,—c )

stiaw. fin. + R R . .
}Zj AB T (‘z_‘l C17C
- A

- Az Azl

=3¢, +2
Az

Lol

éz

Cl H

=D,

F e T e
13‘]—_—_!‘ D,;'{?d::DA‘.[ ';;:dZ:DA

4

Randelements bei Zn:
Keine Anderungen fir f., L., &, und L, da hier keine Werte aus rechts benachbarten Elementen eingehen. In
ks muss die Randbedingung dcaziL, =0 eingearbeitet werden:

L= J. D,
4

-2

Tewt o2 a stkw. lin. + . . e c
a0y dc ¢ |z AB2 . a1~
{z=D —dz=D | =" = Dj0-—— =D ——.
522( A J: 8;2 A[az] 4 A( Azl ) AT AL

"

Die diskretisierte Form der Differentialgisichung der Konzentration lautet:

LTI B ~E,
—Tz—kg{cs—y,)—kucxp(wﬁ%)cl .

Y U4 o e, ‘
LY W i !”+’g{‘f5_55/\|_’{'aexp

u " .
= - fur 2gisn—1,
Qi s Az ¢ i=n

RT.{"

RT

4

-, 8 .
— e, ke
7 4 ’

[l
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Rechenweg und Ergebrisse fir &, .. h; sind vdllig analog, da Gleichungen und Randbedingungen die gieiche
Struktur besitzen. Die diskretisierte Form der Difiersntialglzichung der Temperatur lautet entsprechend:
T, T, =T, A 2r 3T +T, &
=1 + =

‘ A ;
— 5 } (T~ ———Lexp|—2)c,.
dt Az pe, Az dpe,” " pe, R,

L Y T A O i o o ARk, -£, Hir 9 ]
—_—y : — o Zi<p-1,
i A3 oe, P dpc, oc, Xp T, c; i<n
dTng T, |4Tn+ wr = = o 4,0k, —£, .
VT p oe, A7 ‘dpt‘i,\ r4 ) e, eXp AT, [

2.9 Muss fir den Spezialfall, dass Diffusion oder Warmeleitung in axialer Aichtung nicht mdglict ist (D=0 baw.
A=0} die Diskrefisierung erneut vorgenommen werden? Was geschieht im diskretisierterr Sysfem mit den nun
zusatziichen Randbedingungen ferstes und letztes Kontrolivolumen, val. 2.7}? (1 P}

(0,5 P fir Neu diskretisieren? Ja'Nein (mif Begrdndung); 0.8 P fir Was geschieht mit den BBn?")

Fiir den Fall D.=0 bzw. A=0 fallen genau dig Temme b, bzw. h; weg, bef denen die Randbedingungen im letzten
Element kn bzw. k. eingeflossen sind. Daher kinnen diese Sperialfélle mit den gleichen diskretisierten Glei-
chungen simuliert werden. Die Gultigkeit der Randbadingungen blaibt dabei unangetastet (sishe Aufgabe 2.5)

3. Aufgabe — Implementierung und Simutationsergebnisse (26 P)

3.1 implementiere auf Grundlage der obigen Diskretisierung eine Simutation in MATLAB. Verwende dazu die
unten gegebenen Griflen. Stelle die Ergebnisse in geeigneter Form grafisch dar. Hinweis: Sinnvolle Zeft-
spanne: 0 ... 1800 s. Anzahi der Kontroiivolumina: 100. Die Rechenzeit betrdgt dann < 2 min. (12 £)

{Erwartet wird: {auffihiges, sinnvoll strukturiertes und ausfiiriich kommentiertes MATLAB-Programm mit aus-
sagekréftigen graphischen Darstellungen mit Achsenbeschiiflungen und ggf. Uberschriften. Unnotige for-
Schieifen soflen vermieden werden.)

MATLAB-Guellcode siehe unten.

3.2 Die Temperatur des Resaivoirs betrage Ta=254 K. Betrachie im Folgenden zundchst den Spezialfall, dass
weder Diffusion noch Warmeleitung in axialer Richiung mdglich: ist (Dx=0, A=0). Stefle das Anfaufveraiten gra-
fisch (2.B. mit surt} dar. (2 P}

(2 P fur grafisch dargestelites Ergabnis.}

Graliken siehe unten (Fall 1), Das System strebt rasch sinem stationdren Zustand zu. Dieser ist abgesehen
von ginem kurzen Berelch hinter dem Reaktoreintritt praktisch konstant dber dem Ort.

3.3 Simutiere nun den Fall etwas héherar Temperatur im Reservoir (Te=255 K). Stelle das Anlaufverhalten

araphisch dar. Welcher qualitative Unterschied ist zu erkennen? (3 P)
(1,5 P fiir grafisch dargesteiftes Ergebnis; 1,5 P fir verbale Beschreibung des Unterschiedes.)
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Grafiken sishe unten (Fali 2). Das System strebt immer noch einem stationdren Zustand zu. Dieser weist je-
doch ein periodisches Muster Uber der Ortskoordinate auf. Auch im Anlaufverhalten sind Schwingungen sicht-
bar. Bis der stationére Zustand erreicht wird verstreichen exakt 1000 s. Das entspricht der Verwsilzeil f,= {4/ =
L*b*0iF, = 1000 s im Heaktor. Diese ist schart®, da keine Rickvermischung angenommen wurde. Alle Abwei-
chungen davon sind aut aumersche Fehler zuriickzufiihren.®

3.4 Berechne numerisch den angestreblen stationdren Zusfand sz}, Tw(z} fir Ta=2556 K und stefls diesen
graphisch dar. Verwende dazu den fetzten Went der dynamischen Simufation afs Starbwert fir fgolve,
Beschreibe die Besonderheiten verbal. Anmerkung: Bei einem Sysiem von 2*'n=200 Gleichungen ist die Null-
stefiensuche mit Fsolve ohne guie Starlwerte nicht sinnvoll / erfoigversprechend. (3 £}

(2 P fir richtige Programmisiung; 1 F fir graphische Darstefiung.}

Grafiken siehe unten (Falt 2),

3.5 Die in 2.7 aufgestefiten Bestimmungsgisichungen fir den stationdren Zustand ermaglichen (fir D=0, A=0,
Ti=255 K} die direkte Berechnung mit Hilfe der dblichen ods-solver von MATLAB. Stele die Ergebnisse zu-
sammen mit denen aus 3.4 in einem Diagramm dair. Diskutiere die Unterschiede. Weiches Verfahiren zur Be-
rechnung des statlondren Frofils ist besser? Warum? Beurtelle die FVI im Hinblick auf stationdre Genavighelt,
(4F)

(2,8 P fiir richtige Programmierung; 0.5 P fir graphische Darstellung: 1 P fiir Diskussion.}

Grafiken siche unten (Fall 2).

Dis aul den beiden unterschiedlichen Wegen berechneten stationdren Profile weichen stark voneinander ab.
Zwar zeigen beide Methoden anndhernd periodische stationfre Lésungen, jedoch deutlich unterschiedlicher
Form, Wellenlange und Amplitude. Grund dafir sind die haufigen starken Krimmungswechsel bzw. dis steilen
Flanken, die mit 100 {in der Musterldsung 150) Stitzstelten der FVM nur unzureichend wiedergegeben werden
kénnen. Das Profil wird dadurch abgeflacht (siehe Aufgabe 1.4). Eine weitere Erndhung der Zahl der Stiltz-
stellen wirde den Rechenaufwand drastisch vergréern,

Die direkte Berechnung der stationarsn Lésung mit einem ode-solver wie ode 155 kann wegen der dort imple-
mentierten Schrittweitensteuerung die Krimmungswechsel besser wiedergeben. Natidich werden hier auch
insgesamt mehr Stitzstellen verwendat. Der Rechenautwand ist dabei deutlich geringer.'

3.6 Stelle einen Zusammenhang zwischen dem stationdren Verhalten des hier betrachteterr Systems und der
Dynamik des Athrkessels in der Projektibung 1 her. Wie wirde oas stationdre Profil fiir eingrr unendlich
fangen Hohrreaktor {fiir Tp=254 K und fir Ty=255 K} aussshen? (2 F)

(1 P fir Zusammenhang; je 0,5 P fir stationdre Profile.)

Dig in Aufgabe 2.7 hergeleiteten Bestimmungsgleichungen besitzen die gleiche Struktur wie die dynamischen
Gleichungen des CSTR aus PU1, Dont war unterhalb einer kritischen Mantel-Temperatur ein Einschwingen in
eine asymplotisch stabile Ruhelage, oberhalb disser Temperatur ein Einschwingen auf einen asymptetisch
stabilen Grenzzyklus zu becbachten (Hopf-Bifurkation). Hier zeigt sich analog, dass sich fir Tp=254 X ein im
Waesentlichen (abgesehen vom Verhalten kuiz hinter dem Reakiorgintritt) tber dem Ort kenstanter stationdrer

@ Das sisht man mit der Charakteristikenmethods, wis sia in dar Verlesung eingetithn wurda,

10 Fazit: Die FYM ist echlecht! Einzig poeitiv: Einlach zu verstehen & zu implementieren. Es sxistieren wesentlich bossete Varfahren. Fiir den
Fali chne Diffusion und Wérmeleitung signet sich z B. die Charakleristikenmetheds, wis sie in der Yorlesung eingsilhn wurde,
Hinwaiis: Uber Stabilitét der Ruhelagen kann zunfchst keins analytische Aussega getrofien werdan, Die dynamische Simulation zeigt jedoch,
dass Lésungen gegen dis stationzee Lisung konvergiaren.
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Zustand einstellt. Flr T.=255 K bildat sich ein im Weasentlichen (abgesehen vom Verhalten kurz hinter dem
Reaktoreintritty Uher dem Ort periodisches Muster heraus,

Denkt man sich den Reaktor unsndlich in positive Richtung ausgadehnt, so stellt sich im ersten Falt ein
konstanter Wert, im zweiten Fall ein perodisches Muster (fester Amplitude und Wellenldnge) eir.

Z. Zusatzaufgaben {8 ZP}

Z.1 Wig wirken sich Diffusion (D.=0...0,1 m¥s) und Wéimeieitung (A=0...4-10° Wm/K} auf die Dynamik aus?
Wird ein stationdrer Zustand angestrebt? (2 2P)

Flr Da=0.1 m¥s, A=4-10° W/m/K und  7x=254 K (Gralfiken sishe urten, Fall 3) strebt das Systern nach wie vor
einem asymptotisch stabilen stationdren Zustand zu. Allerdings stellt sich dieser nicht ganz so rasch wie ohine
Diffusion und Warmeleitung ein. Auch die ,Stérungen” hinter dem Reaktorgintritt zichen sich weiter ins Re-
aktorinners hinein

Wird die Temperalur des Reservairs auf Fr=255 K erhoht (Grafiken siehe unten, Fall 4), beginnt der Reaktor
zu oszillieren, es entstehen wandemde Wellen. Der stationdre Zustand wird instabil und spaltet einen asym-

ptotisch stabilen Grenzzyklus ab."

Z.2 Mache Dich mit dem pde-solver pdepe von MATLAE vertraut und Kse das System (fir D.=0,1 m%/s,
A=4-10° WimsK) damit. (2 ZP)

{Quelicode siehe Intemetseite.

Der solver pdepe von MATLAB liefent nur bei ausgepragt parabolischem Charakter der Gleichungen (d.h. bei
hinreichend grofiem Diffusions- und Wanmneieitkoeifizient) braughbare Resultate. Im konvektionsdorminierten
Fall sind die berechneten Konzentrations- und Temperaturtelder offensichtlich falsch. Die bendtigte Rechenzeit
ist in jedem Fall gréBer als bei der FYM mit adeiss

Z.3 Mache Dich mit dem solver bvpd e fur Aandwertprobleme vertraut und fose” das stationdre Problem mit
Wirmelsitung und Diffusion damit. Wie sind die Ergebnisse zu inferpretieren (Stabitidt)? Yergleiche mit den
durch oie FVM + £golve berechneten stationdren Ldsungen. (2 2P}

Girafiken siehe unten (Fall 3 und 4), Quelicode siehe Internetssite.

Z.4 Simuliere den Fall ohne Konvektion, Diffusion und Wérmelsitung (v=0, D=0, A=0}. Vergleiche die Glel-
chungen mit denen aus der ersten Projekilbung. Welche Rolle spiett jetzt die Ortskoordinate. Interpretiere das
Anlaufverhalien aus 3.3 neu. (2 ZP)

Im Fall =0, D,=0, A=0 treten in den Differentialglsichungen keine Orisabieitungsn mehr auf. Das Verhalten an
zwel Qrten zitz ist vollig unabhangig: Fur &in fixiertes zwird die Dynamik vollstandig durch gewshnliche Diffs-
rentialgleichungen in der Zeit t beschrieben. Die Struktur der Gleichungen entspricht den Medellgleichungen

aus der ersten Projektibung.

i1 Die im Diagramm ,Temperaturield® bei Fall 4 zu sehenden Hécker” sind raine Darstellungsfahler. Eigontlich sollten masserscharfe Kanten
zu sehen sein

12 Siehe FuBnoia zu Aufgabs 2.7, Stationire Lésungen sind maglicherwelse nicht eindeutlg. Wenn das numerizche Vertshren Gberhaupt einen
Erlolg zelgt, so0 hat man besientalls eine der miglichen Lésungen gefunden und keine Aussage (ber wailare Ldsungan,
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zu finden.
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Fall 2 {£4=0, A=0, Ta=255 K): Fall 4 (Ds=0.1 m¥s, A=4 10° W/m/K, Ta=255 K):
HKONT2PUGLE ST {1 FU + o015 TP CRTFYY ¢ 00155 KaNZErLOr aTzIc (MLFYY, b 321 5 TetperaAm ki VAL + 0 55
ss0
0
kY
T
ERU
Ll
]
oLy
TiEl ] 1 2l T # Il e ? Z il
Konzeniation am Fsaktoranisitt Stalientses Konzertratonsprofi Kanzenlration am Fleaktarausirift w
o \ R & ) /\ YA -
e & ! i T e [ ] E 0
@ [ i | i © e AU @ 3 J 5 i f [ l R Puibintschn
»y ok oo S 4 bt o i i 3 oxle1 83/ bvpdc
a
o 500 1000 1500 o ! 2 a 4 s 8 7 a # o [ 500 1oo0 1500 N ! 2 - tT | N ’ 3 oW
[
tlal = I (]
Temperana ani Feakiorusuiir Slatienaos Taaperatiprel] Teraperalur am Reaktoransitt mves Temper abuproil
500 T S0 5o T 1 T T :
150 E ! ¢ ! ! : 450 50 } i FR g. i ! 1 € ; |
§of i % fof ii g 400 el Qo o) j 1 ‘ £
{ ) £ |-
e (101 i i
UL ol S| S= UL
) | s - 00 o185 4 bvpa| Y £ L
260 250 250
a 500 0o Tsco o 1 2 3 4 5 & 1 8 39 10 o o o T2 o z 3 4 s 8 7 b % 10
7 m bl = [mi

t

19/20 20/20



